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Введение 

Использование нечетких множеств для описания ситуаций с неопределенностью находит все большее 
применение в разных прикладных отраслях [Чуличков, 2000]. Однако, следует заметить, что в основном 
рассматриваются системы, размерность которых невелика [Меренков, 2000; Пушков, 2001; Ивохин, 
Волчков, 2006]. Исследования многомерных систем усложняются не только проблемами, связанными с 
размерностью, но и с отсутствием специфичных операций декомпозиции и агрегирования нечетких 
множеств. 
В данной работе рассматривается одна из возможных реализаций процедуры декомпозиции нечетких 
систем на подсистемы и ее использование для анализа устойчивости многомерных разностных нечетких 
систем методом векторних функций Ляпунова. 

Постановка задачи 

Рассмотрим произвольное конечномерное пространство над полем действительных чисел nRX = . 
Будем называть X  универсальным множеством. 

Определение. Нечетким множеством A~  универсального множества }x{X = , называется совокупность 

пар )}x),x({(A A~μ= , где ],[X:)x(A~ 10→μ  – отображение множества X  в единичный отрезок 

[0,1], которое называется функцией принадлежности нечеткого множества A . 
Рассматривается нечеткая разностная система: 

,...,,k,X~RX~ kkk 2101 ==+   D     (1) 

где nEX~)t(X~ ∈= 00  – компактное множество начальных состояний, kk X~)t(X~ =  – нечеткие 

множества в nRX =  возможных состояний системы в моменты времени Ttk ∈ , которые определяют 

решения системы, kk )t( RR =  – некоторые нечеткие отображения из X  в X , определяющие 

переходы системы, D  - операция композиции, ,...,,k 210= . 

Допустим, що существует траектория { } ,...,,kkx 210= , ,...,,k,X~x kk 210=∈   supp , которая является 

регулярной траекторией (РТС) системы (1). 
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Определение. РТС (1) { } ,...,,kkx 210= называется устойчивой по Ляпунову, если 

00000 >>∃>∀>∀>∀ )T,,(,)T,,(,,T ηεγηεδηε        такие, что для любой траектории 

{ } ,...,,kkx 210= системы (1), начальные условия которой удовлетворяют неравенствам: 

δ<− ||xx|| 00 , 

γμ <− |)x(| 10 , 

для Tt:k k ≥∀  справедливы неравенства: 

ε<− ||xx|| kk , ,...,,k 210= , 

ημ <− |)x(| k 1 , ,...,,k 210= . 

Пример разностной нечеткой системы.  
Рассмотрим динамику системы   

,...,,k,X~X~ kkk 2101 ==+   R D  
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Траектории данной системы имеют вид, показанный на рис.1. 

 
Рис.1. Траектории разностной нечеткой системы 
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Утверждение. Если система (1) имеет регулярную траекторию { } ,...,,kkx 210= и существуют функции 

]1,0[: →XV  та ],[],[:G 1010 →  такие, что для любой траектории системы (1) 
{ } ,...2,1,0=kkx выполняются неравенства: 
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то регулярная траектория системы (1) является устойчивой по Ляпуновим. 

Результаты исследования многомерных систем 

І. Случай многомерной четкой разностной системы (1).  
Пусть система (1) имеет вид 

( ) ( )( ) ( ) …,,,k,m,i,kxCk,kxfkx j

m

ij,j
ijiii 21011

1
==+=+ ∑

≠= .          (2) 
Рассмотрим каждую из подсистем  

( ) ( )( ) m,i,k,kxfkx iii 11 ==+                                                      (3) 

отдельно. Пусть ( ) 00 ≡k,fi , то есть подсистемы имеют нулевые положения равновесия, которые 

асимптотически устойчивы. Существуют функции Ляпунова ( )k,xii
υ , которые удовлетворяют вдоль 

решений ( )kxi  каждой из подсистем (3) условиям: 

1. ( ) ( )( ) ( ) 2
2

2
1 kxck,kxkxc iiiiii ≤≤υ ,          (4) 

2. ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) 2
311 kxck,kxk,kxk,kx iiiiiiii

−≤−++=Δ υυυ , 

3. ( )( ) ( ) ,c,kxck,kxgrad ijiiii
02

4 >=υ m,i 1= , 41,j = . 

При этом нулевое решение ( ) 0≡kxi  каждой из подсистем (3) будет экспоненциально устойчивым, то 
есть выполняется неравенство 

( ) ( ) ( )01 2
2312 i

/k
iiiii xc/cc/ckx −≤ . 

Рассмотрим случай линейных подсистем 

( ) ( ) .m,i,,,k,kxAkx iii 12101 ===+ …                                            (5) 

Замкнутая система имеет вид 

( ) ( ) ( ) .m,i,,,k,kxCkxAkx
m

ij,j
jijiii 12101

1
==+=+ ∑

≠=

…                       (6) 
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Обозначим 

( ) ( ) ( )000 H/HH minmax λλϕ = ,  ( ) ( ) ( )000 H/QH maxmin λλγ = , 

где 00 Q,H  - симметрические положительно определенные матрицы, связанные матричным 

разностным уравнением Ляпунова  

000 QRHRH T =− .                                                               (7) 

Здесь { } m,j,i,rR ij 1== , - квадратная матрица, элементы которой определяются соотношениями 

( ) ( )

( )
⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≠⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+

=

∑

∑

≠=

≠=

ji,H/CHCCHA

ji,H/CHAQ
r

jmin

m

is,s
isi

T
ijiji

T
i

imax

m

is,s
isi

T
iimin

ij

λ

λλ

1

1
1

                   (8) 

( ){ } ( ){ }iminm,iimaxm,i
Hmin/HmaxK λλ

11 ==
= .                                           (9) 

а m,i,Q,H ii 1=  симметрические положительно определенные матрицы, которые входят в матричные 

разностные уравнения Ляпунова 

iii
T
ii QAHAH =− , m,i 1= .                                                      (10) 

Теорема. Пусть для каждой из подсистем (5) существуют положительно определенные матрицы 

m,i,Hi 1= , такие, что матрица { } m,j,i,rR ij 1==  вида (8) асимптотически устойчива (имеет 

собственные числа ( ) m,i,R
i

11 =<λ ). Тогда исходная система (6) также асимптотически 

устойчива и для ее решения ( )kx  справедливо 

( ) ( ) ( )( ) ( ) …,,k,xHHKkx /k 2101 2
00 =−< γϕ .                           (11) 

 

ІІ. Подход к качественному анализу многомерных нечетких разностных систем. 
Пусть задана динамическая система S, множество состояний которой описывается нечеткими 

множествами }Xx)),x(,x{(A~ SS ∈= μ , где Х - некоторое универсальное множество. Предположим, 

что в системе выделено две подсистемы 21 S,S , состояния которых описываются нечеткими 

множествами }Xx)),x(,x{(A~ SS 1111 11
∈= μ  и }Xx)),x(,x{(A~ SS 2222 22

∈= μ  универсальных 

множеств 21 X,X  соответственно, XXX =∪ 21 .   Отождествляя )x(S 11
μ  та )x(S 22

μ  с 

полезностью подсистем 21 S,S , будем представлять величины меры принадлежности )x(Sμ  в виде  

βα μμμ )]x([)]x([)x( SSS 21 21
= ,                        (12) 

где 0≥βα , . 

Нахождение βα ,  можно провести на основе методики принятия решения в многокритериальной 
ситуации с учетом важности критериев. 
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Пусть элементы квадратной матрицы { }
21,j,iijpP

=
= , ,pij 1= ji,,ji,pij ≠=≥ 210 ,   определяют 

важности подсистем 21 S,S . Матрица с неотрицательными элементами называется М-матрицей 
(позитивной матрицей). По теореме Перрона-Фробениуса она имеет максимальное собственное число 

0≥)P(λ  и неотрицательный собственный вектор )v,v()P(v 21= , соответствующий собственному 

числу )P(λ . Выбираем ,v,v 21 == βα  получаем показатели степеней в (12). Кроме этого, 

121 21
=+ )x()x( SS μμ . В результате нахождение функций )x(S 11

μ  и )x(S 22
μ  сводится к решению 

нелинейной системы уравнений 

121

21

21

21

=+

=

)x()x(

)x()]x([)]x([

SS

SSS

μμ

μμμ βα

.             (13) 

Заключение 

Предложенные процедуры декомпозиции и агрегирования нечетких систем на основе введенной 
операции с нечеткими множествами позволяют рассмотреть задачи качественного анализа динамики 
многомерных нечетких систем вида (1) с использованием метода вектор-функций Ляпунова. 
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