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ПРОЦЕДУРЫ НАХОЖДЕНИЯ СТРОГОГО РЕЗУЛЬТИРУЮЩЕГО ОТНОШЕНИЯ 
НА МНОЖЕСТВЕ АЛЬТЕРНАТИВ  

В ЗАДАЧЕ ЛИНЕЙНОГО УПОРЯДОЧЕНИЯ АЛЬТЕРНАТИВ 

Павел П. Антосяк, Алексей Ф. Волошин 

Аннотация: Разработаны новые процедуры последовательного анализа для задачи линейного 
упорядочения альтернатив. В результате применения предлагаемых процедур происходит сужение 
множества возможных вариантов, на котором гарантируется существование оптимального 
варианта. Работа процедур иллюстрируется на численном примере.  

Ключевые слова: задача линейного упорядочения альтернатив, комбинаторная оптимизация, булево 
программирование, последовательный анализ вариантов. 

ACM Classification Keywords: H.4.2 Information Systems Applications: Types of Systems: Decision Support. 

Вступление 

Задача линейного упорядочения альтернатив (ЗЛУА) имеет широкое практическое применение в 
принятии коллективных решений в экономике, теории расписаний, проектировании вычислительной 
техники и т.п. Она является NP-сложной комбинаторной проблемой, ей посвящены многочисленные 
публикации [Reinelt,1985, Laguna,1999, Campos,2001].. В [Antosiak,2009]  для решения ЗЛУА были 
предложены процедуры последовательного анализа и отсеивания вариантов, общая идеология которого 
предложена в [Mikhalevich,1965] и развита в [Mikhalevich,1977, Volkovich, Voloshin,,1978,1984] для решения 
разнообразных оптимизационных задач. В частности, для решения различных классов многовариантных 
задач [Mikhalevich,1977]  был разработан широко известный алгоритм «Киевский веник». 

В работе [Antosiak, 2009]  процедуры одного из эффективных алгоритмов последовательного анализа для 
решения дискретных оптимизационных задач W [Volkovich, Voloshin,, 1978] были применены для ЗЛУА. 
Отмечались, в частности, сложности применения алгоритма W в случае формулирования ее как задачи 
булевого программирования. 

В данной работе предлагаются процедуры предварительного сужения множества допустимых вариантов 
задачи путем фиксации элементов перестановки, которые не могут участвовать в конструировании 
транзитивных отношения и тем самым образовывать оптимальный вариант.  

Постановка задачи 

Рассматривается множество альтернатив }a,...,a{A n1  и перестановка AA:p  . Каждая 

перестановка )p,...,p(p n1  однозначно определяет некоторое линейное упорядочение альтернатив. 

Обозначим через ije , }n,...,{Nj,i 1  цену размещения альтернативы ia  перед альтернативой ja  в 

линейном порядке, а через E  квадратную матрицу цен порядка n . Тогда ЗЛВА состоит в нахождении 
такой перестановки p , при которой достигается максимальная суммарная цена: 




 


1

1 1

n

i

n

ij
pp ji

e)p(E  (1) 

Задачу (1) можно также представить как задачу булевого программирования [Reinelt, 1985]: 
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maxxd)x(E
n

i

n

ij
ijij 



 

1

1 1

 (2) 

1 ikjkij xxx , nkji 1  (3) 

0 ikjkij xxx , nkji 1 , (4) 

ijij Xx  , nji 1 , (5) 

где jiijij eed  , },{Xij 10  множество возможных вариантов значений компоненты ijx , 



ij

ijXX  

множество всех возможных вариантов. 

Процедуры фиксации отношений между двумя альтернативами для ЗЛУА 

Обозначим j

*

i aa  , Nj,i  , ji  , если в оптимальном решении )p,...,p( *
n

*
1  задачи (1) для некоторых 

ht   справедливо ip*
t  , jp*

h   либо для оптимального варианта *x  задачи (2)(5) выполнено 1*
ijx . 

Для каждой альтернативы Aai  , Ni  введем обозначения: 

}iz,d|Nz{N izi  0 , }iz,d|Nz{N izi  0 , 




 
iNz

izi dS , 


 
iNz

izi dS . 

Утверждение 1.  

1) Если  iij Sd , то  )p(EmaxArgv
p

*   j

*

i aa  . 

2) Если  iij Sd , то  )p(EmaxArgv
p

*   j

*

i aa  . 

Доказательство. Пусть  iij Sd > . Предположим противоположное. Пусть существует оптимальный 

вариант v  такой, что ),...,,,,...,,,,...,(= 11111













nhhtt ppippjppv , nht  <1 . Для этого варианта 

выполняются необходимые условия оптимальности задачи (1) [Антосяк, 2008] и, в частности, следующие:  

0.
1=







khip

th

k

d  (6) 

Своего наименьшего значения сумма в левой части (6) примет, если 





 i
khip

th

k

Sd =
1

1=

. Тогда  

0,>=
1

1=1=












  iij
khip

th

k
ij

khip

th

k

Sdddd  

что противоречит (6). 

Пусть теперь  iij Sd . Выберем произвольный оптимальный вариант ov  задачи (1) такой, что 

),...,,,,...,,,,...,(= 11111
o
n

o
h

o
h

o
t

o
t

oo ppippjppv  , nht  <1 . Возьмем вариант 

),...,,,...,,,,,...,(= 11111













nhhtt ppppjippv  и рассмотрим разность:  
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0.==)()(
1

1=1=

 









  iij

khip

th

k
ij

khip

th

k

o SddddvEvE  (7) 

Из (7) вытекает, что вариант *v  эквивалентен всякому оптимальному варианту задачи (1) по значению 

целевой функции. � 

Следующее утверждение обеспечивает ''противоположный'' результат.  

Утверждение 2. 

1) Если  iij Sd < , то ij
p

aapEmaxArgv 
  )( . 

2) Если  iij Sd , то ij
p

aapEmaxArgv 
  )( . 

Этот факт доказывается аналогично утверждению 1.  

Строгое результирующее отношение между двумя альтернативами как следствие 
использования процедур локализации интервалов изменения оптимальных рангов 

В работе [Антосяк, 2008] введено понятие интервала изменения оптимальных рангов (ИИОР) для ЗЛУА. 

Пусть ],[
)()( loc

ik

i

loc
ik

i rR  интервал, который локализует интервал ],[ 
ii rR  изменения оптимальных рангов i -

ой альтернативы. Из определений ИИОР и процедур локализации ИИОР очевидным становится 
следующий результат: 

если 
)()(

loc
jk

j

loc
ik

i Rr  , то ij
p

aapEmaxArgv 
  )( . 

Из необходимых условий оптимальности для варианта ),...,,,,...,,,,...,(= 11111













nhhtt ppippjppv , 

nht  <1 , и определения интервала изменения рангов альтернатив получаем неравенство 

nrhtR
loc
ik

i

loc
jk

j  )()(
<1 . Возьмем произвольный индекс q , hqt << . Тогда, если 

qiz = , то для 

ИИОР альтернативы с индексом z  выполняется система неравенств: 









.<<

,<<
)()()(

)()()(

loc
ik

i

loc
zk

z

loc
jk

j

loc
ik

i

loc
zk

z

loc
jk

j

rrR

rRR
 (8) 

(8) означает, что для альтернативы za  еще не установлено jz aa 
*

 и zi aa 
*

, или в терминах 

эквивалентной постановки (2)(5) {1}|| )( s
zjX  и {1}|| )( s

izX , 0,1,=s  Поэтому в дальнейшем введем 

в рассмотрение множество индексов альтернатив  

 ,0,1,={1},||{1},|:|= )()( sXXNzN s
iz

s
zjiij    и обозначим .= iz

ijNz

ij dS 


  

Сказанное делает справедливым следующий результат, который обобщает утверждение 1. 

Утверждение 3. 

1) Если  ijij Sd > , то ji
p

aapEmaxArgv 
  )( .  

2) Если  ijij Sd , то ji
p

aapEmaxArgv 
  )( .  
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По аналогии, если для ИИОР альтернативы с индексом 
qiz =  выполняется система неравенств: 









,<<

,<<
)()()(

)()()(

loc
jk

j

loc
zk

z

loc
ik

i

loc
jk

j

loc
zk

z

loc
ik

i

rrR

rRR
 (9) 

Из (9) следует, что для альтернативы za  еще не установлено iz aa 
*

 и zj aa 
*

, или в терминах 

эквивалентной постановки (2)(5) {1}|| )( s
ziX  и {1}|| )( s

jzX , 0,1,=s . Далее аналогично, введя в 

рассмотрение обозначения  

 0,1,={1},||{1},|:|= )()( sXXNzN s
jz

s
ziiij   ,  

,= iz

ijNz

ij dS 


  

получаем обобщение утверждения 2. 

Утверждение 4. 

1) Если  ijij Sd < , то ij
p

aapEmaxArgv 
  )( .  

2) Если  ijij Sd , то ij
p

aapEmaxArgv 
  )( .  

Далее для отсева значений, которые делают невозможным построение ни одного транзитивного 

отношения, можно применять процедуру последовательного анализа и отсеивание вариантов 1W

[Antosiak, 2009], которая, в силу выше сказанного, уже не может закончиться аварийно. Проведенные 
вычислительные эксперименты на данных [LOLIB]. показали высокую эффективность предложенных 
процедур. 

Пример 

Проиллюстрируем работу алгоритма на примере, сгенерированного случайным образом [Mitchell, 2000], 
матрицу выигрышей которого в удобной для нас форме будет записано в следующем виде: 

 

 

 1a  2a  3a  4a  5a  6a  

1a  0 3 -5 7 6 4 

2a  -3 0 4 7 -3 2 

3a  5 -4 0 -10 -4 0 

4a  -7 -7 10 0 -5 -3 

5a  -6 3 4 5 0 6 

6a  -4 -2 0 3 -6 0 
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Результат работы первого шага процедуры фиксации представлено ниже. 

 

i  j  ijd  
ijN   ijS  

ijN   ijS  
Зафиксированное значение 

ijx  

1 2 3 {3}  5    

1 3 -5   {2,4,5,6}  -20  

1 4 7 {3}  5   1 

1 5 6 {3}  5   1 

1 6 4 {3}  5    

2 1 -3   {3,6}  -6  

2 3 4 {1,5}  6    

2 4 7 {5}  3   1 

2 5 -3   {3,4,6}  -13  

2 6 2 {1,5}  6    

3 1 5 {2,4,5}  18    

3 2 -4   {1}  -5  

3 4 -10   {1}  -5 0 

3 5 -4   {1}  -5  

3 6 0 {2,4,5}  18 {1}  -5  

4 5 -5   {3}  -10  

4 6 -3   {3}  -10  

5 2 3 {1}  6    

5 3 4 {1}  6    

5 4 5 }{  0   1 

5 6 6 {1}  6   1 

6 1 -4   }{  0 0 

6 2 -2   }{  0 0 

6 3 0 {1,2,5}  12 {4}  -3  

6 4 3 }{  0   1 
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Итак, в результате получим такое сокращенное множество допустимых вариантов:  

|=|= (1)

>

(1)
ij

ij

XX   

{1}.{0}{0}{0,1}{0,1}{0}{1}{0,1}{1}{0,1}{1}{1}{1}{0,1}{0,1}   (10) 

Применим к сокращенному множеству (10) процедуру последовательного анализа 1W . Сначала по 

критерию  

14
(1)
14

34
(1)
34

13 < xminxmaxx
XX

  

отсеивается значение 0=13x . А потом последовательно значения 0=23x , 1=35x , 1=36x  по 

соответствующими критериям отсева:  

,xminxmaxx
XX

24
(1)
24

34
(1)
34

23 <  ,> 45
)(

45

34
)(

34

35 xmaxxmaxx
sXsX

 .> 46
)(

46

34
)(

34

36 xmaxxmaxx
sXsX

  

Таким образом, получаем следующее сокращенное множество допустимых вариантов:  

{1}.{0}{0}{0}{0}{0}{1}{0,1}{1}{1}{1}{1}{1}{1}{0,1}=(1) X  (11) 

Применение процедур фиксации на втором шаге к сокращенному множеству (11) дает:  

 

i  j  ijd  
ijN   ijS  

ijN   ijS  
Зафиксированное значение 

ijx  

1 2 3 }{  0   1 

2 5 -3   }{  0 0 

 

Итак, получаем сокращение множества допустимых вариантов, с единственным допустимым вариантом, 

который и есть оптимальной перестановкой альтернатив ,3)(1,5,2,6,4=v . 

Заключение 

Задача линейного упорядочения альтернатив имеет широкое практическое применение в принятии 
коллективных решений в экономике, теории расписаний, проектировании вычислительной техники и т.п. 
Она является NP-сложной комбинаторной проблемой, ей посвящены многочисленные публикации. 
Задача линейного упорядочения альтернатив может непосредственно рассматриваться как 
оптимизационная комбинаторная задача и как эквивалентная ей задача булевого программирования.  
Каждый из этих подходов не лишен недостатков, которые в данной работе предлагается преодолевать 
«комбинаторным» применением идеологии последовательного анализа и отсеивания вариантов – 
предварительным анализом задачи в комбинаторной постановке с последующим ее решением, как 
задачи булевого программирования, с помощью алгоритма последовательного анализа, конструирования 
и отсеивания  W[Volkovich, Voloshin, 1978]. 
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