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ОБОБЩЕННАЯ ТАБЛИЧНАЯ АЛГЕБРА, ОБОБЩЕННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ СТРОК И 
ИХ ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ 

Дмитрий Буй, Ирина Глушко 

Аннотация: В данной статье проведено обобщение табличной алгебры, построенной на основе 
реляционных алгебр Кодда;обобщение состоит в том, что вместо таблиц рассматриваются пары, 
состоящие из таблиц и схем таблиц. Представлено обобщение классического результата об 
эквивалентности реляционной алгебры Кодда и исчисление строк (кортежей). Исчисление строк 
пополнено произвольными предикатными и функциональными сигнатурами на универсальном домене. 
Доказано, что при этом обобщении исчисление строк остается не менее выразительным, чем 
табличная алгебра. 

Ключевые слова: реляционные (табличние) базы данных, исчисление строк, табличная алгебра. 

ACM классификация ключевых слов:H.2 Database Management (E.5) H.2.4 Systems – Relational 
databases 

Введение  

Уточнение реляции в терминах именных множеств осуществлено Редьком В.Н., Броной Ю,И., Буем Д.Б., 
Поляковим С.А. в монографии [Редько, Брона, Буй, Поляков, 2001]. В данной работе обобщено 
полученные результаты на таблицы, которым приписывается определенная схема. Часть статьи 
посвящена обобщению классического результата об эквивалентности реляционной алгебры Кодда и 
исчисления строк (кортежей), пополненного произвольными предикатными и функциональными 
сигнатурами на универсальном домене. Доказано, что при этом исчисление строк остается не менее 
выразительным, чем табличная алгебра. 

Обобщение табличной алгебры 

Все неопределенные здесь понятия и обозначение понимаем в смысле [Редько, Брона, Буй, Поляков, 
2001]. Рассматриваем два множества: A  – множество атрибутов и D – универсальный домен. Под 

табличной алгеброй понимаем алгебру  ,, PT , где T  – множество всех таблиц,  ,P  = 


 

 ,
,,,,

,
,, }~,,,,,,\,,{ Pp

ARRRXRR
R
R

RR
RXRpRR Rt

21

1

2
21

R  – сигнатура, P ,   – множества параметров. 

Произвольное конечное множество атрибутов AR назовём схемой. Строкой схемыR называется 

именное множество на паре R , D , проекция которого по первой компоненте равна R  (т.е. 

рассматривается функция вида DRs : ). Под (обобщенной) таблицей понимаем пару Rt, , где 

)(RTt   – таблица фиксированной схемы R  (в смысле [Редько, Брона, Буй, Поляков, 2001]). Тогда 

)}(|,{)( RTtRtR T  – множество всех таблиц схемы R , а )(RTT   – множество всех таблиц. 

Отличие от определения таблицы в смысле [Редько, Брона, Буй, Поляков, 2001] заключается в том, что 

каждой таблице приписывается ее схема. По сути это влияет только на случай пустой таблицы t , 

поскольку по непустой таблице схема восстанавливается однозначно. Запись Rt ,  обозначает пустую 

таблицу схемы R . 
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Выражением табличной алгебры называется любое выражение, построенное из таблиц множества T  при 

использовании операций множества  ,P . 

Зададим операции. Определим сначала теоретико-множественные операции. Под объединением R  

(пересечением R , разностью R\ ) таблиц схемы R понимается бинарная частичная операция, 

полученная ограничением теоретико-множественного объединения (соответственно пересечения, 
разности) на множество всех таблиц схемыR .  

TTT  ~:R , )()( RRdom R TT  , RttRtRt R ,,, 2121  ; 

TTT  ~:R , )()( RRdom R TT  , RttRtRt R ,,, 2121  ; 

TTT  ~:\R , )()(\ RRdom R TT  , RttRtRt R ,\,\, 2121  ; где ).(, RTtt 21  

Пусть },{~: falsetrueSp   – частичный предикат на множестве строк. Под селекцией по предикату p  

таблиц схемы R  понимается унарная частичная параметрическая операция Rp, , которая таблице 

сопоставляет её подтаблицу, содержащую строки, на которых предикат p  истинный. Следовательно, 

TT ~:,Rp , }|,{, pdomtRtdom Rp  ,   RtruesptssRtRp },~)(|{,,  , где 

)(RTt  . Здесь и далее ~  – обобщенное (по другой терминологии сильное) равенство, то есть, обе 

части или одновременно не определенны или одновременно определенны и равны. 

Пусть AX  – конечное множество атрибутов. Под проекцией по множеству атрибутов X  таблиц 

схемы R  понимается унарная параметрическая операция RX , , значениями которой есть таблицы 

схемы XR  , состоящие из ограничений по множеству атрибутов X  строк исходных таблиц. 

Следовательно, )()(:, XRRRX TT , XRtsXsRtRX  },||{),(, , где )(RTt  . 

Под соединением таблиц схем 1R , 2R  понимается бинарная операция 
21 RR ,

 , значениями которой 

являются таблицы схемы 21 RR  , состоящие из всех объединений совместных строк исходных таблиц.  

Следовательно, )()()(:
,

2121
21

RRRR
RR

 TTT , 

21212211212211
21

RRsststsssRtRt
RR

 },|{,,
,

, где )(),( 2211 RTtRTt  .  

Под делением таблиц схемы 1R  на таблицы схемы 2R , где 12 RR  , понимается бинарная 

параметрическая частичная операция 1

2

R
R , значениями которой являются таблицы схемы 21 RR \ , 

состоящие из определенных строк, полученных в результате проекции по множеству атрибутов 21 RR \  

таблиц схемы 1R  (см. ниже). Следовательно, TTT  ~:1

2

R
R , )()( 21

1

2
RRdom R

R TT  , 

211212211
21

21

1

2
RRttstsRtRt

RR
RR

R
R \},}{|)({,,

,
\   , где ),( 11 RTt  )( 22 RTt  . 

Под активным дополнением таблиц схемы R  понимается унарная операция R~ , которая таблице 

сопоставляет дополнение в её насыщении. Следовательно, R~ : )()( RR TT  , RttCRt ,\)(,~  , 

где )(RTt  . Для замкнутости текста отметим, что )()( }{ ttC A
RA



 . 
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Под переименованием таблиц схемы R , соответствующим инъективной частичной функции 

переименования атрибутов AA ~: , понимается унарная параметрическая операция RRt , , 

)}(,{, RTtRtRtdom ξR  , где )(RT  – множество таблиц схемы R , а схема R  -допустима, 

значения которой задаются равенством ][],[),( ,, RtRsRtRt RR   , )(RTt  , где \domξAid 

, })(),({)(, RAAsAsRs R   , )(RSs . 

Обобщенное исчисление строк  

В основе большинства реляционных языков запросов лежит реляционное исчисление, поскольку в 
отличие от реляционной алгебры, исчисление выражает лишь то, каким должен быть результат и не 
предусматривает определение того, как его получить. Реляционное исчисление основывается на 
исчислении предикатов первого порядка. Есть две формы реляционного исчисления: исчисление с 
переменными строками (по другой терминологии кортежами) и исчисление с переменными на доменах. 
Эти формы предложены E. Коддом (E. Codd) [Codd, 1972] и М. Лакруа (M. Lacroix) с А. Пиротте (A. Pirotte) 
[Lacroix, Pirotte 1977]  соответственно. Данный вопрос также рассматривали в своих роботах Д. Мейер (D. 
Мaier) [Мейер, 1987], Дж. Д. Ульман (J. D. Ullman) [Ульман, 1983], К. Дж. Дейт (С. J. Date) [Дейт, 2005], 
Т.М. Коннолли (T. M. Connolly) и К. Бегг (C. E. Begg) [Коннолли, Бегг, 2003], В. В. Пасичник и В. 
А. Резниченко [Пасичник, Резниченко, 1977]. 

Выражения исчисления строк имеют вид  )(|)( xPRx , где P  – некоторый предикат над переменной 

строкой x , а R  – схема. Это выражение обозначает таблицу Rt, , )(RTt  , состоящую из всех строк, 

на которых предикат P  истиннен. 

Введем множество так называемых разрешенных формул исчисления строк при использовании: 

  множества атрибутов A  и универсального домена D ; 

 множества предметных переменных (переменных строк) ,..., 21 xx ; 

 множества предметных констант ,..., 21 dd ; 

 множества функциональных символов ,..., 21
21
nn ff ; 

 множества предикатных символов ,..., 21
21
mm pp . 

Областью интерпретации предметных констант есть универсальный домен D , предметных переменных – 
множество всех строк. Применяем x  как синтаксическую переменную, областью изменения которой 
являются переменные; f ( p )как синтаксическую переменную, областью изменения которой являются 

функциональные (соответственно предикатные) символы;d  как синтаксическую переменную, областью 

изменения которой являются константы; наконец, A как синтаксическую переменную, областью изменения 

которой являются атрибуты. 

Следующие выражения являются термами (индукция по длине термов): 

a) всякая предметная константа есть терм; 

b) х(A) – терм; 

c) если nuu ,...,1  – термы, f  –n -арный функциональный символ, то ),...,( nuuf 1  – терм; 

d) выражение является термом только в том случае, если это следует из правил а), b), с).  
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Будем применять u  как синтаксическую переменную, областью изменения которой являются термы. 

Сформулируем правила построения формул. Атомарные формулы (атомы) бывают двух типов. 

а1. Пусть Rt, – таблица, a x – переменная строка. Тогда  xt  – атом, означающий, что tx .  

а2. Пусть muu ,...,1 – термы, а p  – m -арный предикат на универсальном домене D . Тогда 

),...,( muup 1  – атом.  

Используем логические связки  ,  ,  , кванторы ,  и скобки )(,  для построения формул из атомов. 

f1. Каждый атом – формула  

f2. Если P  – формула, то P  – формула.  

f3. Если P и Q  – формулы, то QP  , QP   – формулы.  

f4. Пусть x  – переменная строка, P  – формула, AR – схема, тогда PR)(x – формула. 

f5. Пусть x  – переменная строка, P  – формула, AR – схема, тогда PR)(x – формула. 

f6. Если P  – формула, то  P  – формула. 

f7. Других формул нет. 

В общем случае переменные строки в формулах могут быть свободные или связанные. Смысл этих 
понятий такой же как и в исчислении предикатов: вхождение переменной x  в данную формулу 
называется связанным, если x  является переменной входящего в эту формулу квантора (  или  ) или 
находится в области действия входящего в эту формулу квантора; в противном случае вхождение 
переменной x  в данную формулу называется свободным. Переменная называется свободной 
(связанной) переменной в данной формуле, если существуют свободные (соответственно связанные) ее 
вхождения в эту формулу [Мендельсон, 1971].  

Для каждой переменной строки x  определим схему (конечное множество атрибутов) ),( Pxscheme  и 

множество атрибутов ),( Pxattr , с которыми строка x  встречается в формулах. Выражения 

),( Pxscheme  и ),( Pxattr  определены, если строка x  имеет свободное вхождение в формулу P , 

причем имеет место включение ),(),( PxschemePxattr   (что следует из последующих определений 

при условии определения выражений). 

Выделим класс разрешенных формул, используя понятия свободных и связанных переменных строк, 
схемы и множества атрибутов, с которыми переменная строка встречается в формулах. Определим 
выражение attr  сначала для термов: 

1. если du , то, ),( uattr x ; 

2. если xu (A), то }{),( Auattr x , а ))(,( Aattr yx , где yx  ;  

3. если ),...,( nuufu 1 , где iu – термы, то ),(),( i

n

i
attruattr uxx

1
 . 

Пусть формула P  – атом, тогда  

а1. если )(xtP  , то (единственное) вхождение переменной строки x  свободно в формуле P  и 

RPattrPscheme  ),(),( xx , где R  – схема таблицы t ; 
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а2. если ),...,( mP uup 1 , где iu  – термы, причем kxx ,...,1  – все переменные этих термов, то 

вхождения этих переменных строк свободны в формуле P , схема ),( Pscheme ix  не определена, а 

),(),( ji

m

j
i attrPattr uxx

1
 , ki ,...,1 . 

Атомарные формулы всегда разрешены. Для построения всех разрешенных формул проведем индукцию 

по длине формул. Предположим, что G  и Q  разрешенные формулы. 

f2. Если GP  , то формула P  – разрешена, а вхождения переменных в P  свободны или связаны 

в зависимости от того, свободны или связаны вхождения этих же переменных в формулуG . Если x  

входит в формулу G  свободно, то ),(~),( GschemePscheme xx   и ),(),( GattrPattr xx  .  

f3. Если QGP  или QGP  , то вхождения переменных в формулу P  свободны или связаны 

в зависимости от того, свободны или связаны вхождения этих переменных в G  или Q . Пусть 

переменная строка x  входит в подформулыG и/или Q  свободно. Определим схему и множество 

атрибутов, с которыми строка x  встречается в формулах, для формулы P . Имеют место следующие 
случаи. 

a. Схемы формул ),( Gscheme x  и ),( Qscheme x  определены. Для того чтобы формула P  была 

разрешена, должно выполнять равенство ),(),( QschemeGscheme xx  . Полагаем по определению

),(),( GschemePscheme xx  . 

b. Схема определена только для одной из подформул. Пусть схема ),( Gscheme x  определена, а 

схема ),( Qscheme x  – не определена. Для того чтобы формула P  была разрешена, должно быть 

выполнено включение ),(),( GschemeQattr xx  . Полагаем по определению

),(),( GschemePscheme xx  .  

c. Схема не определена для обоих подформул. В этом случае и схема ),( Pscheme x  не 

определена.  

В любом случае ),(),(),( QattrGattrPattr xxx  . 

f4. Если GRP )(x  и переменная x  входит в формулу G  свободно, то формула P  – разрешена. 

Кроме того, если ),( Gscheme x  определена, то должно выполняться равенство RGscheme ),(x  

при условии выполнения включения RGattr ),(x . Так как переменная x  не входит свободно в 

формулу P , то ),( Pscheme x  и ),( Pattr x  не определены. Если xy  , то любое вхождение 

переменной y  в P  свободно или связано, в соответствии с тем, свободно или связано вхождение y  в 

G . Если y  входит в P  свободно, то ),(~),( GschemePscheme yy   и ),(),( GattrPattr yy  . 

f5. Если GRP )(x , то все определения и ограничения такие же, как и в случае f4 для квантора 

существования. 

f6. Если )(GP  , то P  – разрешена, а свободные и связанные вхождение переменных, схема и 

множество атрибутов, с которыми переменная строка встречается в формулах, остаются теми же, что и у 
формулы G .  

После введения множества разрешенных формул можем дать окончательное определение выражения 

исчисления строк. А именно, выражение исчисления строк имеет вид )}(|)({ xx PR , где 
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1. формула P  – разрешена; 

2. переменная x  – единственная свободно входящая в формулу P  переменная; 

3. если ),( Pscheme x  определена, то RPscheme ),(x , иначе RPattr ),(x .  

Пусть )(xP  – разрешенная формула, AR . В результате подстановки конкретной строки s  схемы R

вместо переменной x  в формулу P получим формулу обозначенную )/( xsP . Определим сначала 

истинностные значения атомов:  

а1. пусть строка x  в подформуле )(xt  свободна в P . Атом )(xt  приобретает значение истина при 

подстановке конкретной строки s  вместо x , если ts  , иначе атом )(xt  приобретает значение ложь;  

а2. пусть строка x  в подформуле ),...,( muup 1  свободна в P , тогда при подстановке конкретной 

строки is  вместо x , заменим )( iAx  на Did , где iii sdA ,  (т.е. id – значение атрибута iA  в 

строке is ). Атом ),...,( muup 1 , где iu – термы (предметные константы), приобретает значение истина, 

при подстановке конкретной строки, если предикат p истинный на соответственных значениях, иначе атом 

приобретает значение ложь. 

Набор значений истинности всех атомов формулы называют ее интерпретацией. Пусть формула P  
разрешенная формула без свободных переменных. Интерпретацияформулы P  определяется 
следующим образом. 

f2. Если GP  , то в G нет свободных переменных. ФормулаP  истинная, когда G  ложная, и 

ложная, когда формула G  истинная. 

f3.  Если QGP  или QGP  , то в G  илиQ  нет свободных переменных. Если QGP  , 

тоформулаP  истинная, тогда когда формулы G и Q  обе истинные, в противном случае формула P  

ложная. Если QGP  , тоформулаP ложная, тогда когдаформулыG и Q  обе ложные, в противном 

случае формулаP истинная. 

f4. Если GRP )(x , то x  – единственная свободно входящая в формулу G  переменная. 

ФормулаP истинная, если существует строка схемы R , )(RSs , такая, что формула )/( xsG  – 

истинная, иначе формула P ложная.  

f5. Если GRP )(x , то x  – единственная свободно входящая в формулу G  переменная. 

Формулаистинная, если для каждой строки схемы R , )(RSs  формула )/( xsG  истинная, иначе 

формулаP ложная.  

f6. Если )(GP  , то формулаP истинная, если формула G  истинная, и ложная, если формула G

ложная. 

Пусть  )(|)( xx PRE   – выражение исчисления строк. Значением выраженияE  назовем таблицу 

схемы R , содержащую все строки )(RSs , такие, что формула )/( xsP  истинная. 

Теорема. Если E  – выражение табличной алгебры, то можно эффективно (и равномерно) построить 
эквивалентное ему выражениеF  исчисления строк. 

Доказательство. При доказательстве теоремы рассматриваем выражения табличной алгебры, которые 
содержат только операции объединения, пересечения, разницы, селекции, проекции, соединения и 
переименования потому, что (оставшиеся) операции деления и активного дополнение можно выразить 

через данные операции: )\)((\)( '''' 121121 1

1

2
EEEEEE RRRRR

R
R   , где 12 RR  , 21 RRR \' ; 
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111 EECE \)(
~  , где )(...)()( 111 1

EEEC
nAA   , },...,{ nAAR 1  – схема таблицы, которая 

является значением выражения 1E  (см., например, [1, 4]). 

Доказательство будем проводить индукцией по числу операций в E .  

Базис индукции (нет операций). Имеют место два случая. tE  , где t  – таблица схемы R , положим 

)}(|)({ xx tRF  . E  – постоянная таблица },...,{ nsst 1  схемы },...,{ mAA1 , причем 

   
jm im

m

j
imii dAdAdAs ,,,...,,

1
1 1 

 . Положим      }|,...,{
jij

m

j

n

i
m dAxAAF 

 11
1x . □ 

Шаг индукции. Предположим, что утверждение теоремы справедливо для любого выражения табличной 
алгебры, содержащего менее k  операций. Пусть выражение E  содержит k  операций.  

Случай 1(объединение). 21 EEE R . Тогда 1E  и 2E  имеют менее k  операций, поэтому существуют 

выражения исчисления строк )}(|)({ xx PR  и )}(|)({ xx QR , эквивалентные 1E  и 2E соответственно. 

Положим F  равным  )()(|)( xxx QPR  . □ 

Случай 2(разность). 21 EEE R\ . Тогда как и в случае 1 существуют выражения исчисления строк 

)}(|)({ xx PR  и  )(|)( xx QR , эквивалентные 1E  и 2E соответственно. Положим F  равным 

 )()(|)( xxx QPR  . □ 

Случай 3(пересечение). 21 EEE R . Тогда существуют выражения исчисления строк )}(|)({ xx PR  и 

)}(|)({ xx QR , эквивалентные 1E  и 2E соответственно. Положим F  равным  )()(|)( xxx QPR  . □ 

Случай 4(селекция).  1EE Rp,~ . Пусть )}(|)({ xx PR  – выражение исчисления строк, эквивалентное 

1E . Положим F  равным  ))(),...,(()(|)( mAApPR xxxx 1 , где },...,{ mAAR 1  схема таблицы, 

которая есть значением выражения 1E . Здесь предполагается, что предикат-параметр селекции задан 

как TAsAsTsp m  ))(),...,(()(~
1p , )(RSs , где p  – m -арный сигнатурный предикатный 

символ. □ 

Случай 5(проекция). )(, 1EE RX . Пусть )}(|)({ xx PR  – выражение исчисления строк, эквивалентное

1E . Положим F  равным ))}()()()((|)({ AAPRRX
RXA

xyxxy 


. □ 

Случай 6(соединение). 21
21

EEE
RR ,
 . Пусть )}(|)({ xx PR1  и  )(|)( yy QR2  – выражения исчисления 

строк, эквивалентные 1E  и 2E соответственно. Положим F  равным 

))}()()()()()()(()(|)({ AAAAQPRRRR
RARA

yzxzyxyxz 
 21

2121 . □ 

Случай 7(переименование). )(, 1ERtE R , где AA ~:  – инъективная функция переименования 

атрибутов. Тогда существует выражение исчисления строк )}(|)({ xx PR , эквивалентное 1E . Положим 

F равным )))}(()()()()()((|)({
\

AACCPRR
domRAdomRC




yxxyxxy 
2 , где 

][\ RdomRR  2 . □ � 

Выводы 

В роботе проведено обобщение табличной алгебры на таблицы, которым приписывается определенная 
схема. Заданы основные операции над обобщенными таблицами. Классическое исчисления строк 
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пополнено произвольными предикатными и функциональными сигнатурами на универсальном домене (в 
то время как обычно рассматривают лишь бинарные предикаты, а функциональная сигнатура вообще 
пуста). Определено синтаксис термов, атомов и формул исчисления строк; выделен класс разрешенных 
формул, используя понятие свободных и связанных переменных строк, введено понятие схемы 

),( Pxscheme  и множества атрибутов ),( Pxattr , с которыми переменная строка встречается в 

формулах. Доказано, что исчисление строк остается не менее выразительным, чем табличная алгебра. 
Задача для последующей работы установить дуальный результат. 
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