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КОРРЕКТНЫЕ МОДЕЛИ АЛГОРИТМОВ РАСПОЗНАВАНИЯ 

Виктор Краснопрошин, Владимир Образцов 

Реферат: Рассматривается задача распознавания образов с обучением. Определяются общие 
условия существования корректных алгоритмов, и показывается, что их построение сводится к 
решению систем линейных матричных неравенств. 

Ключевые слова: Задача распознавания образов с обучением, корректные модели алгоритмов 
распознавания, условия корректности моделей распознавания. 

Ключевые слова ACM-классификации: Categories: I. Computing Methodologies; I.5 PATTERN 
RECOGNITION; I.5.1 Models; Subject descriptor: Models Deterministic 

Введение 

Понятие корректных алгоритмов в теории распознавании образов было введено в конце 80-ых годов в 
работе [Журавлев, 1978]. Результаты их исследований подвели, в некотором смысле, черту в вопросах 
построения оптимальных алгоритмов для решения задач распознавания с обучением. Фактически было 
показано, что оптимальность (корректность) алгоритмов на любой конечной выборке носит локальный 
характер и достижима в алгебраических расширениях широкого класса эвристических алгоритмов. 

Связь локальных и глобальных характеристик задачи распознавания на языке теории категорий 
исследовалась в [Рудаков, 1989]. Аналогичные зависимости, но уже на языке теории множеств, 
установлены в [Krasnoproshin, 2006]. Было показано, что эта связь не может быть конструктивно 
реализованной, так как  при любых условиях природа задачи распознавания остается индуктивной. 

Что же касается проблем построения корректных алгоритмов, то здесь по-прежнему остаются некоторые 
вопросы. В частности, с практических позиций важно знать каковы границы сложности построения таких 
алгоритмов. В данной работе показывается, что в общем случае задача построения корректных 
алгоритмов сводится к решению систем линейных матричных неравенств. И, следовательно, нижняя 

граница сложности равна )( 3nO ). 

Постановка Задачи. Основные Понятия и Определения 

Рассмотрим задачу распознавания образов с обучением [Журавлев, 1978]. Пусть в некотором 
пространстве задано произвольное множество допустимых объектов {S}. Предположим, что {S} 

покрывается конечным числом подмножеств (к л а с с о в ) lKK ,...,1  (т.е. 
l

i
iKS

1

}{


 ) таких, что iK  

для всех li ,..,2,1 . При этом подмножества iK  определены не полностью – имеется лишь конечное 

число допустимых объектов }{ 0S  известной классификации. 

На множестве {S} введем систему предикатов ),...,2,1()( ljSPj   такую, что 



 


.,0

,,1
)(

иначе

KSесли
SP j

j  

Тогда информацию о принадлежности произвольного объекта }{SS  к классам lKK ,...,1  можно 

представить в виде вектора ))(),...,(()( 1 SSS l  , где )()( SPS jj  . Согласно предположениям, для 

объектов }{ 0SS   векторы )(S  считаются заданными и называются и н ф о р м а ц и о н н ы м и . 

                                                            
) n – число объектов контрольной (тестовой) выборки. 
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В множестве }{ 0S  выделим некоторую совокупность допустимых объектов },...,{
~

1 mm SSS   такую, что 

 },...,2,1{)
~

( liKS im  . 

Упорядоченный набор ))(,),...,(,( 11 mm SSSS   образует так называемую с т а н д а р т н у ю  

н а ч а л ь н у ю  и н ф о р м а ц и ю  о классах lKK ,...,1 , обозначим ее через ),...,( 10 lKKI  (или 0I )). 

С учетом введенных обозначений основную задачу распознавания образов с обучением можно 

сформулировать следующим образом. Пусть задана некоторая информация 0I  и произвольный набор 

допустимых объектов },...,{
~ 1 qq SSS  . Требуется указать алгоритм (метод, правило), который на 

основании информации 0I  для любого объекта ),...2,1(
~

qiSS qi   определяет принадлежность 

последнего к классам lKK ,...,1 . Обозначим эту задачу через Z,  и в дальнейшем будем отождествлять ее с 

парой )
~

,( 0
qSI , т.е. )

~
,( 0

qSIZ  . 

Алгоритм А, решающий сформулированную задачу, называется р а с п о з н а ю щ и м . Результатом 
работы такого алгоритма при распознавании произвольного допустимого объекта S является вектор 

))(),...,(()( 1 SSS A
l

AA   , где },...2,1{)( lSA
j  , 

или матрица 

lq

iA
j S


)( , 

в случае, если классифицируется совокупность объектов },...,{
~ 1 qq SSS  . Вектор )(SA

j называется 

к л а с с и ф и к а ц и о н н ы м , его значения  интерпретируются следующим образом 











).(,2

,,1

,,0

)(

SPвычисленияототказалсяAесли

KклассвSзаноситAесли

KклассвSзаноситнеAесли

S

j

j

j

A
j  

Понятно, что алгоритм A можно рассматривать как отображение, определенное на множестве }{0 SI  , т.е 

)))(),...,((:(}{ 10 SSSIASS A
l

A  . (1) 

Разработано значительное число подходов к решению сформулированной задачи. Рассмотрим один из 
них, предложенный в[Журавлев, 1978]. 

Пусть задано произвольное семейство (м о д е л ь ) алгоритмов распознавания {A} и некоторая 
стандартная начальная информация 0I . Предположим, что в множестве }{ 0S  некоторым образом 

выделена конечная совокупность объектов )(
~ qSq , для которых имеет место 














}.,...,2,1{)
~

(

),
~~

(

liKS

SS

i
q

q
m

 

Такая выборка называется к о н т р о л ь н о й . Матрицу ее информационных векторов обозначим )
~

( qSI . 

Суть рассматриваемого подхода заключается в построении алгоритмов (1), точных на )
~

,( 0
qSIZ   в 

                                                            
) Отметим, что существуют и другие способы задания начальной информации о классах. В данном случае выборка mS

~
 обычно 

называется о б у ч а ю щ е й . 
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смысле следующего определения. Алгоритм }{AA  называется к о р р е к т н ы м  на Z, если 

)
~

()( qSIZA  . Модель {A}, которая содержит такой алгоритм, также называется к о р р е к т н о й . 

Понятно, что в этом подходе основной проблемой является определение условий на задачу Z и модель 
алгоритмов {A}, при которых последняя корректна на Z. Прежде, чем перейти к ее решению, уточним 
множества рассматриваемых в дальнейшем алгоритмов и задач. 

Пусть ql , ql
3  - пространства матриц размерности lq  над полем вещественных чисел  и 

множеством }2,1,0{3   соответственно. В [Журавлев, 1978] показано, что любой алгоритм }{AA  вида 

(1) представим на Z в виде суперпозиции 

))(()( ZBcZA  , 

т.е. коммутативна диаграмма 

 

где qlZB )( , qlZA 3)(  . Подалгоритмы 

qlqSIBB  )
~

,(: 0(M , qlqlcCc 3:   ( , 

называются соответственно р а с п о з н а ю щ и м и  о п е р а т о р а м и  (M ) и  р е ш а ю щ и м и  
п р а в и л а м и  (C). Такое представление позволяет при рассмотрении алгоритмов ограничиться 
множеством 

MM cA  , 

порожденным суперпозицией произвольных распознающих операторов M  и решающих правил C. 

Пусть ql
2  - пространство матриц размерности lq  над }1,0{2  . Нетрудно заметить, что при 

фиксированных начальной информации 0I  и конечном размере q контрольной выборки qS
~

 (величина 

q  принципиального значения не имеет), множество задач )
~

,( 0
qSIZ   можно однозначно 

определить по матрице )
~

( qSI . В соответствии с этим введем множество 


qS

qlqqql SISIZ
~

202 })
~

(|)
~

,{(   

и рассмотрим условия корректности произвольной модели MA  на множестве задач qlZ 2 . 

Пусть M  - некоторая совокупность (м о д е л ь ) распознающих операторов и Z - произвольная задача из 
qlZ 2 . Очевидно, что решения (Z)M  задачи Z операторами MB  образует подмножество в 

пространстве ql , т.е. qlZ )(M . Зафиксируем решающее правило Cc  . По матрице 

информационных векторов )
~

( qSI , соответствующих контрольной выборке qS
~

 задачи Z, в пространстве 
ql  построим множество 

)}
~

()(,|{)( qql
c SIRcRRZR   , 
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и назовем его о б л а с т ь ю  к о р р е к т н о с т и  р е ш а ю щ е г о  правила Cc   на задаче Z. 

С учетом проведенных построений получаем, что модель MA  корректна на qlZZ 2  в том и только том 

случае, если 

 )(ZR(Z) cM . (2) 

Нетрудно показать, что данное условие позволяет фактически исключить из рассмотрения решающее 
правило Cc  . Действительно, из него с необходимостью следует 

)(ZRc . 

Но последнее справедливо на всем множестве qlZ 2  в том и только том случае, если для решающего 

правила Cc   имеет место 

))((2 bRcRb qlql   . (3) 

Решающее правило Cc  , удовлетворяющее условию (3), называется к о р р е к т н ы м . Например, 

линейные пороговые решающие правила, определенные в пространстве ql  
ql

ij
ql

ij rcRcrR 3)()((   , где },...,2,1{},...,2,1{),( lqji  , и  

















,,2

,,1

,,0

)(

10

1

0

crcесли

crесли

crесли

rc

ij

ij

ij

ij  

является корректным при условии 10 cc   (где 10 ,cc ). Множество таких решающих правил обозначим 

),( 10 ccC . Легко убедиться, что при исследовании вопросов корректности можно ограничиться моделями 

алгоритмов, которые порождаются операторами из некоторой модели M  и решающими правилами из 
множества ),( 10 ccC . 

Таким образом, проведенные рассуждения позволяют сформулировать следующую задачу. Требуется 

определить условия на задачу qlZZ 2  и модель распознающих операторов M , при которых последняя 

удовлетворяет условию (2) для некоторого решающего правила ),( 10 ccCc . 

Общие Условия Корректности Моделей Алгоритмов Распознавания 

Пусть )(ZRc  - область корректности фиксированного решающего правила ),( 10 ccCc  на задаче 

)
~

,( 0
qSIZ  . Покажем, что )(ZRc  представляет собой множество решений системы строгих линейных 

неравенств. 

В соответствии с матрицей информационных векторов 
lqij

qSI


 )
~

(  контрольной выборки qS
~

, 

множество индексов },...,2,1{},...,2,1{ lqI   разобьем на подмножества 

},),(|),{( tIjijiM ijt   . 

Т.к. qlqSI 2)
~

(  , то }1,0{t  и для введенных подмножеств имеют место соотношения 











.

,

10

10

IMM

IMM




 

Покажем, что )(ZRc  образует выпуклое подмножество в пространстве ql , то есть 
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))()1((]1,0[)2,1()( 21 ZRRRkZRrR cc
k

ijk   . 

Действительно, пусть 1R  и 2R  - произвольные матрицы из )(ZRc . Учитывая определения множеств 

),( 10 ccC  и )(ZRc , имеем 

))1()1((]1,0[),( 111
21

1 cccrrMji ijij   , 

))1()1((]1,0[),( 000
21

0 cccrrMji ijij   . 

Объединяя последние неравенства, получаем 

))()1((]1,0[ 21 ZRRR c  . 

В силу выбора матриц 1R  и 2R , из данного включения следует выпуклость области корректности )(ZRc . 

Но это, в свою очередь, означает, что )(ZRc  является решением некоторой системы неравенств. 

Убедимся, что эта система линейна. По аналогии с векторным случаем, введем скалярное произведение 

матриц в пространстве ql  следующим образом 

),(,
),(

21
2121 




Iji
ijij

ql rrRRRR  . 

Рассмотрим множество 

},|{),( 00 aXRXaRH ql   , 

где qlRa   0, . Легко видеть, что при фиксированных a  и ненулевой матрице 0R , оно представляет 

собой матричный аналог гиперплоскости векторного пространства. В свою очередь, множества 

},|{),( 00 aXRXaRH ql   , },|{),( 00 aXRXaRH ql   , 

образуют открытые полупространства, на которые гиперплоскость ),( 0 aRH  разделяет пространства ql . 

Обозначим IjiijE ),(}{  - канонический базис в ql  и рассмотрим множество 

  
1 0),( ),(

110 )),(()),((
Mji Mji

ijij cEHcEHH
 

 , 

где 10 ,cc  - пороги решающего правила ),( 10 ccCc . Нетрудно проверить, что 0H  - выпуклое и непустое 

подмножество в пространстве ql . 

Выберем некоторую матрицу )(ZRR c . Из определений множества ),( 10 ccC  и области корректности, 

имеем 

),(),(),( 111 cEHRcREMji ijij
 , ),(),(),( 000 cEHRcREMji ijij

 . 

Но это означает, что 0HR . Откуда, с учетом произвольности выбора матрицы R  следует 

0)( HZRc  . 

Нетрудно убедиться и в обратном. Таким образом,  

0)( HZRc  , 

то есть )(ZRc  образовано пересечением lq   открытых полупространств в ql . 
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Из приведенных выше рассуждений и определения множества 0H  получаем, что область корректности 

)(ZRc  при фиксированном ),( 10 ccCc  и qlZZ 2  является решением следующей системы линейных 

неравенств 











,),(,,

,),(,,

00

11

MjicXE

MjicXE

ij

ij
 (4) 

так как последняя однозначно определяет множество 0H . Отметим, что данная система единственна с 

точностью до изоморфизма базисов в пространстве ql . В результате нами доказана следующая 

Л е м м а . Пусть M  - произвольная модель распознающих операторов и c - решающее правило из 

),( 10 ccC . Модель M  удовлетворяет условию (2) на qlZZ 2  в том и только том случае, если существует 

такой оператор MB , что матрица )(ZB  является решением системы (4). 

Получим условия, при которых матрица qlZB )(  является решением системы строгих линейных 

неравенств (4). Перейдем к системе, в которой все неравенства имеют одинаковый смысл и нулевую 
правую часть. 

По матрице информационных векторов )
~

( qSI , соответствующей задаче qlZZ 2 , в пространстве ql  

введем одноместную операцию   такую, что 

)( 
ij

ql
ij rRrR   , 

где 












.0,

,1,

ijij

ijij
ij еслиr

еслиr
r




  

Определим также в пространстве ql  матрицу cR  с элементами 












.0,

,1,

0

1

ij

ij
ij еслиc

еслиc
r




 

Тогда, очевидно, систему неравенств (4) можно записать в виде 

IjiRXE cij  ),(,0,  . 

Т е о р е м а  1. Пусть M  - произвольная модель распознающих операторов и c - решающее правило из 

),( 10 ccC  с порогами 100 cc  . Тогда модель M  удовлетворяет условию (2) на qlZZ 2  в том и только 

том случае, если 

)0)(,0,()0,0(  ZBRRRRRRB c
ql M . (5) 

Отметим, что условие (5) является конструктивным, так как может быть непосредственно использовано 
при построении корректных алгоритмов. Для разработки соответствующих методов необходимо 
конкретизировать вид модели распознающих операторов M  и воспользоваться аппаратом теории 
систем конечных неравенств. 

Множество 

)}0,(&)0,0(|{  
c

ql RRRRRR   
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можно определить аналитически, используя свойства скалярного произведения и вид матрицы cR . 

Действительно, рассмотрим 

)})()()()((&)1,0(|{ 1
01

1

),(),(),(

0

10




  ccrrrrRR

Mji
ij

Mvu
uv

Iji
ijij

ql . 

По построению последнего множества получаем 

)0,(0  
cRRRR . 

Нетрудно также заметить, что 0R  взаимно-однозначно (с точностью до положительной числовой 
константы) определяет все множество R . Это позволяет существенно упростить проверку условия (5). 

С л е д с т в и е . В условиях теоремы 1 модель M  удовлетворяет (2) на qlZZ 2  в том и только том 

случае, если 

)0)(,(0  ZBRRRB M . 

Теорема 1 и следствие из нее справедливы для решающих правил ),( 10 ccCc  с порогами 100 cc  . В 

то же время, используя отделимость выпуклого множества )(ZRc  в пространстве ql , можно получить 

иные условия, при которых модель M  удовлетворяет (2) на qlZZ 2 . 

Из построения множества 0H  следует, что гиперплоскость ),( 1cEH ij  при 1),( Mji   отделяет 

полупространства ),( 1cEH ij
  и ),( 1cEH ij

 , а гиперплоскость ),( 0cEH ij  при 0),( Mji   отделяет 

полупространства ),( 0cEH ij
  и ),( 0cEH ij

 . Но это означает, что подмножество матриц 0)( HZRc   и 

только оно удовлетворяет в ql  условию 

}),(|,max{}),(|,min{ 0011 MjiERccMjiER ijij  , 

где R  - произвольная матрица в ql . 

Т е о р е м а  2. Пусть M  - некоторая модель распознающих операторов и c - решающее правило из 

),( 10 ccC . Тогда для M  имеет место (2) на qlZZ 2  в том и только том случае, если существует оператор 

MB  такой, что матрица ||||)( ijbZB   удовлетворяет одному из следующих условий: 

uv
Mvu

ij
Mji

bccb
01 ),(

01
),(

maxmin


 ,  

))()(()0(),(),( 1
0

1
1001

  cbcbcMvuMji uvij ,  

)1)()((&)1)()(()(),(),( 1
011

1
0101001   ccbccccbccMvuMji uvij .  

Заключение 

В работе получены общие условия корректности моделей алгоритмов распознавания MA  на множестве 

задач qlZ 2 . Нетрудно видеть, что эти условия позволяют свести проблему построения корректного 

алгоритма в MA  к решению систем неравенств в матричном пространстве ql . Решение таких систем 

даже в случае линейной модели M  является нетривиальным. А так как эвристические модели в 
основном нелинейные, то построения корректного алгоритма становится практически неразрешимой 
задачей. Поэтому возникает проблема понижения требований к эвристике M . Такая и некоторые другие 
проблемы решаются в моделях, основанных на принципе корректировки [Zhuravlev, 2010]. 
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