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МЕТОД ВЫДЕЛЕНИЯ ПРИЗНАКОВ НА ОСНОВЕ СОВМЕСТНЫХ ВЕКТОРОВ 
МОМЕНТНЫХ ФАЗОВЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ И МОМЕНТОВ ЗЕРНИКЕ 

А.Н. Чернодуб 

Аннотация: Предлагается новый метод получения векторов признаков на основе инвариантных 
моментов называемых векторами моментных фазовых распределений для решения задачи 
распознавания двумерных полутоновых зображений. Приводятся данные численных экспериментов по 
классификации двумерных зображений, имеющих разный размер и меняющийся угол поворота 
относительно фронтальной оси. Исследуется устойчивость предлагаемого метода к шуму. 

Ключевые слова: распознавание образов, обработка зображений, теория моментных инвариантов, 
полиномы Зернике 

ACM Classification Keywords: I.4 Image Processing and Computer Vision, I.4.7 Feature Measurement, 
Moments, Invariants. 

I. Введение 

Теория моментных инвариантов для двумерных изображений возникла с выходом работы М.К. Ху  [Hu, 
1962], в которой предложен способ вычисления векторов признаков для полутоновых изображений, не 
меняющихся при произведении аффинных преобразований над изображением: изменении размера, 
повороте и сдвиге. Была доказана теорема уникальности, гарантирующая взаимооднозначное 
соотношение между исходными изображениями и генерируемыми векторами признаков, 
“геометрическими инвариантными моментами” (“geometric moments invariants”). Они с успехом 
применялись для распознавания печатного текста, классификации силуэтов кораблей и самолетов. 
Позже, М. Тиг [Teague, 1980] предложил способ вычисления инвариантных к афинным преобразованиям 
моментов путем разложения функции интенсивности изображения по ортогональным полиномам Зернике. 
Было доказано, что моменты Зернике сводятся к геометрическим моментам, также была выведена 
формула, по которой моменты Зернике могут быть получены из геометрических моментов, и наоборот. 
Продолжением было опробование других множеств полиномов в качестве базисных функций. Ч. Х. Тех и 
Р. Т. Чин  предложили в качестве базисных функций использовать ортогональные полиномы псевдо-
Зернике и полиномы Лежандра [Teh & Chin, 1988], Ю. Шенг и Л. Шен ввели ортогональные моменты 
Фурье-Меллина [Sheng & Shen, 1994], Р. Мукундан и др. предложили моменты на основе полиномов 
Чебышева [Munkundan et. al., 2001], П.Т. Яп и др. предложили использовать моменты на основе 
полиномов Кравчука [Yap et. al, 2003], Х.К. Жу и др. ввели в обращение моменты Рака [Zhu et. al., 2007]. 

В нашей работе мы предлагаем новый способ вычисления векторов признаков на основе теории 
инвариантных моментов, называемый моментными фазовыми распределениями, который подходит для 
всех Зернике-подобных моментов. Будучи добавленными к вычисленным обычным способом моментам, 
моментные фазовые распределения способны улучшать качество распознавания объектов двумерных 
изображений при небольшом собственном размере, а также незначительных требованиях к 
дополнительным вычислительным ресурсам.  

II. Инвариантные моменты Зернике 

Несмотря на свою долгую историю, моменты Зернике остаются очень популярными. На основе моментов 
Зернике создаются практические приложения по распознаванию образов, а их свойства продолжают 
активно исследоваться [Zhenjiang, 2000], [Rodtook & Makhanov, 2005], [Rouze  et al., 2006], [Kim & Kim, 
2008]. В связи с этим, мы используем именно моменты Зернике для описания предлагаемого способа 
вычисления дополнительного вектора признаков, моментных фазовых распределений. 
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Рассмотрим схему вычисления моментов Зернике. Пусть черно-белое полутоновое изображение на 
плоскости описывается функцией интенсивности f(x, y), имеющей область значений на отрезке [0, 1]. 
Значение “0” кодирует абсолютно черный цвет, значение “1” – абсолютно белый. Промежуточные 
значения между 0 и 1 соответствуют различным оттенкам серого. На рис. 1, слева, показана функция 
интенсивности для белого символа “A”, находящегося на черном фоне. 

 

 
Рис. 1. Представление изображения символа “A” в виде функции интенсивности изображения f(x,y) 

(слева), пример базисной функции V6,4, по которой проводится разложение полутонового изображения 
(справа). 

 

Для обеспечения инвариантности к сдвигу, начало координат для вычисления моментов всегда 
устанавливается в точку “центра масс” изображения. Точка центр масс определяется по формуле: 
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де pqm  — геометрические моменты по М.К. Ху  [Hu, 1962]: 

  dydxyxfyxm qp
pq ),(  (2) 

Величину 00m можно интерпретироватть как полную “массу” изображения. 

Моменты Зернике nmZM , определенные на единичном круге 10 22  yx , вычисляются по 

формуле [Abdallah, 2000], для дискретного случая: 
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где: n  – порядок момента, m  – порядок гармоники, nmNmNn   ||,, , |)|( mn четное, 

символом * обозначается комплексное сопряжение. Здесь nmZM - комплексные моменты Зернике, nmZ  - 
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полиномы Зернике, nmV - базисные функции, по которым происходит разложение изображения. На рис. 1, 

справа показан пример базисной функции nmV  при n = 6, m = 4. Модули векторов моментов Зернике 

инвариантны к повороту: 

nmnm
ROTATED ZMZM   (6) 

Векторы признаков Зернике порядка N формируются согласно формуле: 
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(7) 

Каждая компонента вектора признаков делится на массу изображения 00m , которая пропорциональна его 

размеру. Этим обеспечивается инвариантность объекта к изменению масштаба. Заметим, что 

0000 ZMm  . На практике, для распознавания образов редко используются векторы признаков порядка 

больше 15 в силу меньшей устойчивости моментов более высокого порядка к шуму, что снижает точность 
распознавания.  

III. Восстановление ориентации изображения по фазам моментов 

При вращении объекта во фронтальной плоскости, комплексный вектор момента Зернике также 
поворачивается вместе с ним. При значении порядка гармоники момента m = 1, комплексный вектор 
выполняет один полный оборот относительно начала координат за время одного полного оборота 
объекта, при m = 2 – вектор момента делает два полных оборота за время одного полного оборота 
объекта и т.д. Значения фаз моментов, то есть углов поворота векторов моментов на комплексной 
плоскости относительно вектора (1, 0) умышленно не используются, поскольку в качестве признаков берут 
длину комплексного вектора. Тем не менее, их можно получить из значений моментов.  

Пусть m = 1. Тогда, фазу   2;0  для момента 1,nZM  порядка n можно вычислить по формуле: 

 






















0),0Re(

2)Re(

)Im(
),0Re(

2

3

)Re(

)Im(
),0Re(

1

1,

1,
1

1,

1,
1







n

n

n
n

n

n
n

ZMif

ZM

ZM
arctgZMif

ZM

ZM
arctgZMif

 

 

 

 

(8) 

 

В своей диссертации [Abdallah, 2000] С. Абдалла показал, что информацию о фазах моментов можно 
использовать для дополнительного повышения качества классификации объектов, поскольку по нему 
можно восстанавливать исходную ориентацию изображения и использовать ее как обратную гипотезу. 
Этот метод работает, если в наличии есть дополнительная априорная информация о возможных 
ограничениях в ориентации объекта. Например, для стационарной системы видео-слежения с блоком 
распознавания лиц можно ожидать невозможность наличия в поле зрения камеры перевернутых «вверх 
ногами» лиц. Этот метод не получил большого распространения из-за необходимости указания 
допустимых областей для фаз моментов различных образов вручную или использования примеров 
изображений при всех допустимых поворотах для автоматического выявления допустимых областей фаз 
моментов классификатором, что не всегда является  возможным. 
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IV. Моментные фазовые распределения и формирование вектора признаков на их основе 

Рассмотрим предлагаемый метод получения моментных фазовых распределений. Пусть на единичном 
круге задано полутоновое изображение. Определим количество круговых сегментов L , на которое мы 
разбиваем изображение, ZLL  ,3 . Для каждого i , такого что Li 1 , определим 

соответствующий круговой сегмент iR  по формуле: 

i
L

rryxryxR iiii  
1

,:, 22
1  

(9) 

При 1i , круговой сегмент являет собой круг радиуса 
L

1
 с центром в точке начала координат, которая 

выбирается в точке центра масс изображения, а при Li 2 круговой сегмент представляет собой 

кольцо ширины 
L

1
 с тем же центром. Определим фазы i  для каждого кругового сегмента iR по 

формуле (9). Порядки моментов, которые используются для вычисления фаз, должны быть строго  
зафиксированы. На рис. 2 показано разделение изображения на три круговых сегмента по описанному 
выше способу и возможные фазы моментов для каждого из сегментов при параметре 3L . 

 

Рис. 2. Фазы моментов 1 , 2 , 3 , вычисленные для разных круговых сегментов 1R , 2R , 3R  

оригинального изображения и их поведение в случае поворота изображения вокруг фронтальной оси 

По построению круговых сегментов, при вращении изображения в фронтальной оси, а также при 
изменении масштаба изображения и трансляции, ориентация фаз моментов относительно друг друга не 
меняется, углы между комплексными векторами моментов остаются постоянными. Относительное 
угловое расстояние ];0[ kd  между двумя последовательно расположенными моментами k и 1k  

может быть вычислено о формуле: 

 2
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2
1 )sin()cos( kkkkkd     (10) 

для Kk 1 , 1 LK . Моментные фазовые распределения KPD  порядка K  вычисляются по 

формуле: 

 TKK ddPD ;...;1  (11) 

Они могут быть использованы в качестве самостоятельных векторов признаков, а могут добавляться к 
векторам признаков на основе моментов Зернике, вместе формируя совместные векторы признаков: 
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Векторы признаков, вычисленные по последнему способу, представляют особенный интерес. Во-первых, 
они содержат в себе моменты Зернике, эффективность которых в области распознавания двумерных 
образов была подтверждена многими практическими исследованиями. Во-вторых, в них содержатся 
новые компоненты, соответствующих моментным фазовым распределениям. Эти новые признаки несут в 
себе дополнительную информацию о структуре изображения, имеют небольшой объем и могут быть 
эффективно вычислены. 

V. Результаты экспериментов по классификации изображений 

Мы проводили тестирование эффективности работы предлагаемого метода выделения признаков на 
задаче классификации изображений, взятых из базы полутоновых изображений COIL-20 [Nene et. al., 
1996]. Выборка для экспериментов была подготовлена по способу, идентичному использованному в 
работе [Zhang et. al., 2009]: из базы данных было выбрано 8 изображений, показанных на рис. 3. 

 
Рис. 3. Оригинальные изображения из базы данных Columbia Database, используемые для экспериментов 
по классификации изображений 

Причиной выбора именно этих примеров была их большая внешняя схожесть. Оригинальный размер 
изображений – 128x128. Затем каждое из изображений было программно сжато/растянуто с 
коэффициентами масштабирования }2,5.1.1,75.0,5.0{ и повернуто вокруг фронтальной оси с на 

углы  }360,...,60,30{  , формируя таким образом множество из 480 изображений. 

В качестве классификатора был использован простейший классификатор, метод k ближайших соседей 
при k = 1. Для обучения классификатора использовались только оригинальные изображения, показанные 
на рис. 3, по одному для каждого класса. Все остальные изображения были использованы для оценки 
качества классификации. Точность классификации   вычислялась по формуле: 

%100
йизображениколичествоОбщее

йизображенированныхклассифициправильноКоличество  
(13) 

В ходе первого эксперимента, в качестве векторов признаков использовались векторы, содержащие 
только моментные фазовые распределения при количестве круговых сегментов 3L , определяемые 
формулой (11). Результаты эксперимента приведены в табл. 1.  

Табл. 1. Точность классификации полутоновых изображений при использовании векторов признаков, 
содержащих только моментные фазовые распределения Зернике в зависимости от параметров. 

 

 

n=1, 
m=1 

n=3, 
m=1 

n=5, 
m=1 

n=7, 
m=1 

n=9, 
m=1 

n=11, 

m=1 

n=13, 

m=1 

n=15, 

m=1 

PD, точность 
классификации, % 45.975 67.373 59.958 61.017 58.686 52.331 46.61 33.686 

 

Точность классификации получилась невысокой, что можно объяснить небольшим размером векторов 
признаков, 2K . Использовать такие векторы признаков сами по себе в случае применения простых 
классификаторов нельзя.  
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Рис. 4. Точность классификации изображений в зависимости от порядка используемых моментных 
функций (слева), среднее время вычисления вектора признаков в зависимости от порядка моментных 

функций (справа). 

 

Во втором эксперименте мы сравнивали точность классификации, полученную при использовании 
традиционных инвариантных моментов Зернике ZMI, вычисленных по формуле (7) и предлагаемых 
совместных векторов моментных фазовых распределений и моментов Зернике ZPDMI, полученных по 
формуле (12), для различных порядков моментов Зернике, входящих в оба вида векторов. Для 
вычисления моментных фазовых распределений всегда использовались  параметры n=1, m=1. 

Как видно из графиков на рис. 4, точность классификации, полученная при использовании предлагаемых 
векторов признаков  ZPDMI получилась лучше, чем точность классификации для традиционных признаков 
ZMI для моментов всех порядков. Разница во времени вычисления векторов признаков при этом возросла 
незначительно. 

В третьем эксперименте, наше множество из 480 изображений было искусственно зашумлено помехами 
типа “salt & pepper”, с уровнем шум/сигнал 1%, 2%, 4% и 10%. Результаты классификации при 
использовании зашумленных изображений приведены в табл. 2.  

Табл.2. Точность классификации изображений с различным уровнем шума для различных методов 

 

 Без 
шума 

Шум 

1% 

Шум 

2% 

Шум 

4% 

Шум 

10% 

Традиционный метод ZMI, % правильних ответов 96.61 96.19 94.07 95.76 85.17 

Предлагаемый метод ZPDMI, % правильних ответов 97.03 96.82 94.28 95.97 86.44 

 

Как видно из последней таблицы, предлагаемый метод формирования векторов признаков обеспечивает 
большую устойчивость к шуму, чем традиционный метод моментов Зернике.  
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VI. Выводы 

Предложенный нами метод выделения признаков, основан на идее вычисления взаимного распределения 
фаз моментов, полученных для различных круговых сегментов изображения, которые рассматриваются 
как независимые изображения. Эта идея не является новой. Распределение ориентаций градиентов для 
блоков из пикселов используется для выделения признаков в популярных методах препроцессинга 
изображений  SIFT [Lowe, 2004], SURF [Bay et. al, 2006], CHoG [Chandrasekhar et. al, 2009] и др. 
Разделение единого изображения на несколько независимых сегментов и выделение признаков каждого 
из них предлагался для инвариантных моментов псевдо-Зернике [Kanana et. al., 2008].  

В нашей работе мы вычисляем фазы моментов для специальным образом определенных круговых 
сегментов изображения, а затем используем их взаимные ориентации, которые являются инвариантными 
к повороту, масштабированию и трансляции. Было экспериментально показано, что новые объединенные 
векторы признаков моментнов Зернике и моментных фазовых распределений обеспечивают лучшее 
качество классификации, чем стандартные моменты Зернике, а их вычисление не отнимает 
дополнительно большого количества ресурсов.  

Требуют дополнительного исследования вопросы установления оптимального количества используемых 
круговых сегментов, оптимального порядка моментов для вычисления значений фаз моментов, влияния 
пересечения круговых сегментов на качество распознавания. Кроме того, открытым остается вопрос о 
возможности использования чистых векторов моментных фазовых распределений в качестве генераторов 
слабых признаков совместно с многомодульными классификаторами, работающими по схемам бустинга. 
Такие признаки могли бы стать потенциальными заменителями неинвариантых к афинным 
преобразованиям вейвлетов Хаара в детекторах объектов, построенных по типу детекторов лиц Виолы и 
Джонса [Viola & Jones, 2001]. Заслуживает также дополнительной проверки эффективность предлагаемого 
метода применительно к инвариантым моментам других типов. 
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