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СТРУКТУРА ЧАСТИЧНО УПОРЯДОЧЕННОГО СЕМЕЙСТВА МУЛЬТИМНОЖЕСТВ 

Дмитрий Буй, Юлия Богатырёва 

Аннотация: Статья посвящена некоторым вопросам теории мультимножеств. Введены основные 
определения, касающиеся теории мультимножеств. Построена решетка мультимножеств. Показана 
роль законов поглощения при построении решетки мультимножеств. Кроме того, частичное 
упорядоченное множество мультимножеств вложено в две полные решетки, одна из которых 
построена путем обобщения понятия мультимножества (допускается бесконечная кратность 
элементов основы). 

Ключевые слова: мультимножество, решетка мультимножеств, полная решетка мультимножеств. 

ACM Classification Keywords: F.4.1 Mathematical Logic, G.2.1 Combinatorics, H.2.4 Systems – Relational 
databases. 

Введение 

Мультимножества – это совокупности с повторениями. Мультимножества удобно использовать в качестве 
модели для представления и исследования объектов, особенностью которых является, во-первых, 
множественность и, во-вторых, повторяемость данных. 

Анализ современной литературы по мультимножествам [Blizard, 1989], [Lamperti, 2001], [Singh, 2007], [Буй, 
Богатирьова 2010] свидетельствует о достаточно широком применении мультимножеств при решении 
теоретико-прикладных задач. Это вызывает необходимость расширения и уточнения соответствующих 
аспектов теории мультимножеств. 

В статье рассматривается вопрос построения (полной) решетки мультимножеств. 

Основные определения 

Введем формальное определение мультимножества. Мультимножество   с основой U  – это функция 

вида  NU: , где U  – некоторое множество (в классическом канторовском понимании), а 

...},,{ 21N  – множество натуральных чисел без нуля [Петровский, 2002], [Редько, 2001]. 

Зафиксируем некоторое множество D . Всюду далее будем рассматривать мультимножества, элементы 
основ которых принадлежат множеству D . 

Пусть задано мультимножество   с основой  domU  . Здесь dom  – область определения 

мультимножества как функции. Характеристической функцией мультимножества   называется функция 
вида ND : , значение которой задается кусочной схемой 



 


;,

,),(
)(

иначе

domdеслиd
d

0


  

для всех Dd  , где D  – как было определено выше, универсум элементов основ мультимножеств 
[Петровский, 2002], [Редько, 2001]. Очевидно, что по характеристической функции соответствующее 
мультимножество восстанавливается однозначно. Таким образом, операции над мультимножествами 
удобно задавать в терминах характеристических функций. 

Введем бинарное отношение включения на мультимножествах: мультимножество   включается в 

мультимножество   (   ), если для их характеристических функций выполняется утверждение 

Dddd  ),()(   . Непосредственно проверяется, что отношение включения является 

частичным порядком. 
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Пусть   – семейство мультимножеств соответствующего универсума D . Рассмотрим частично 
упорядоченное множество (ч.у.м.) ,  с введенным выше порядком включения и ч.у.м. 

характеристических функций   ,| M . Порядок   определяется следующим образом: 

 )()( ddDdd
def

   . Второе ч.у.м.   ,| M  является прямым 

произведением множества натуральных чисел N  со стандартным порядком  , т.е. 
  




Dd

NM | . Нетрудно показать, что эти ч.у.м. изоморфны. Следовательно, структура ч.у.м. 

  ,| M  сохраняется на ч.у.м. , . А свойства ч.у.м.   ,| M  вытекает из 

свойств ч.у.м. ,N . 

Введем операции объединения и пересечения мультимножеств [Syropoulos, 2001], [Петровский, 2002], 
[Редько, 2001]. Операция All  мультимножествам   и   сопоставляет мультимножество  All , 
значение характеристической функции которого на произвольном аргументе d  задается выражением 

)).(),(max( dd    Операция All  мультимножествам   и   сопоставляет мультимножество 

 All , значение характеристической функции которого на произвольном аргументе d  задается 

выражением ))(),(min( dd   . 

Построение решетки мультимножеств 

Рассмотренные выше операции объединения и пересечения мультимножеств имеют стандартные 
свойства. 

Лемма 1. Операции All  и All  идемпотентны (т.е.  All ,  All ), коммутативны и 

ассоциативны.□ 

Доказательство вытекает из того, что теоретико-числовые операции max , min  имеют те же самые 
свойства.□ 

Таким образом, можно рассматривать две коммутативные идемпотентные полугруппы All,  и 

All, , где   –  семейство мультимножеств соответствующего универсума D . 

Используя результат теории решеток (см. например, [Скорняков, 1986], § 8, с. 151, теорема 1), можно 
полугруппу по объединению превратить в верхнюю полурешетку, а полугруппу по пересечению – в 
нижнюю. Частичные порядки верхней и нижней полурешеток задаются соответственно следующими 
определениями: 

  All

def

 ,   All

def

 , 

причем  All


},{sup ,  All },{inf . Непосредственно проверятся, что эти порядки 

совпадают с введенным ранее порядком включения мультимножеств  . 

Теорема 1. Частично упорядоченное множество ,  является решеткой, причем 

 All },{sup ,  All },{inf .□ 

Такой способ построения решетки мультимножеств явно не использовал законы поглощения. Покажем, в 
общем случае, их роль при построении решетки по двум коммутативным идемпотентным полугруппам, 
сигнатурные операции которых связаны законами поглощения. 

Рассмотрим две коммутативные идемпотентные полугруппы  ,A  и  ,A , где A – некоторое 

абстрактное множество. 

Используя хорошо известный результат теории решеток о связи коммутативных идемпотентных 
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полугрупп и полурешеток (полуструктур) [Скорняков, 1986, § 8, с. 151, теорема 1], полугруппу  ,A  

можно превратить в верхнюю полурешетку, а полугруппу  ,A  – в нижнюю. Соответствующие частичные 

порядки верхней и нижней полурешеток задаются выражениями: 

bbaba  , aabba  , 

причем baba  },{sup , abba },{inf . Заметим, что, согласно стандартным соглашениям 

[Мальцев, 1970], [Скорняков, 1986], знак “  ” в выражениях опускается.  

Теорема 2 (критерий совпадения порядков верхней и нижней полурешеток). Частичные порядки верхней и 
нижней полурешеток совпадают тогда и только тогда, когда выполняются законы поглощения.□ 

Доказательство. Сначала докажем необходимость. Если порядки совпадают, то заданное множество 
является одновременно и верхней и нижней полурешеткой, а, значит, является решеткой. Для решеток же 
законы поглощения выполняются [Мальцев, 1970], [Скорняков, 1986]. 

Докажем достаточность. Для этого нужно показать, что для ba,  выполняется эквивалентность: 
aabbba  . 

Допустим, что равенство bba   выполняется. Тогда )( baaab  . По закону поглощения 
abaa  )( , поэтому aab  . 

Аналогично сделаем допущение, что aab  . В этом случае babba  . По закону поглощения 
bbab  , значит, bba  . □ 

Естественно, этот общий результат применим к построению решетки мультимножеств. Для этого надо 
убедится в выполнении законов поглощения:    AllAll   и    AllAll  , что 

делается непосредственно (и, в свою очередь, вытекает из  выполнения законов поглощения для 
теоретико-числовых функций max , min ). 

Построение полной решетки мультимножеств 

Приведем более сильные результаты о структуре введенного частично упорядоченного семейства 
мультимножеств. 

Предложение 1 (структура ч.у.м. мультимножеств). Выполняются следующие утверждения: 

1) пустое мультимножество m  (его характеристической функцией является константная функция, 

всюду равная нулю) − наименьший элемент в , ; 

2)  inf , для произвольного непустого множества1 мультимножеств  ; здесь 

характеристическая функция мультимножества   задается выражением    dd  


 min ; 

3) для произвольного множества мультимножеств  : супремум   существует    ограничено 
сверху; 

4)  sup , где   − произвольное множество мультимножеств, имеющее точную верхнюю 
грань, а характеристическая функция мультимножества   задается выражением 

   dd  


 max .□ 

Доказательство. Рассмотрим отдельно каждое из сформулированных выше утверждений. 

1) Наименьшим элементом ч.у.м. ,N  является число 0. Соответственно, наименьшим 

элементом ч.у.м. характеристических функций   ,| M  будет функция, всюду равная 

                                                            
1 Отметим, что инфимум пустого множества мультимножеств не существует, так как в рассматриваемом частично 
упорядоченном множестве мультимножеств не существует наибольшего элемента. 
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нулю. Исходя из того, что ч.у.м.   ,| M  изоморфно ч.у.м. , , получим, что 

наименьшим элементом второго будет пустое мультимножество m . 

2) Доказательство второго утверждения вытекает из известной формулы нахождения инфимума 
множества функций (см., например, [Буй, 2002] или [Бурбаки, 1965]) и того факта, что ч.у.м. 

,N  является вполне упорядоченным.  

3) Супремум подмножества L  ч.у.м. ,N  существует тогда и только тогда, когда множество L  – 

конечно (ограничено). Перенесем этот результат на ч.у.м. характеристических функций, а, 
следовательно, и на ч.у.м. мультимножеств (так как они изоморфны). Тогда получим, что 
супремум произвольного подмножества   ч.у.м. ,  существует, тогда и только тогда, когда 

это множество ограничено сверху. 
4) Доказательство этого утверждения также вытекает из известной формулы нахождения супремума 

множества функций (см., например, [Буй, 2002] или [Бурбаки, 1965]) при условии, что супремум 
существует.□ 

Таким образом, согласно предложению 1, ч.у.м. ,  имеет наименьший элемент (пустое 

мультимножество – m ) и любое его подмножество, ограниченное сверху, имеет точную верхнюю грань. 

Значит, следуя терминологии работ [Davey, 1990], [Биркгоф, 1984], ч.у.м. ,  является одновременно 

условно полным множеством и полной полурешеткой (complete semilattice). Таким образом, установлена 
теорема 3. 

Теорема 3. Ч.у.м. ,  является условно полным множеством и полной полурешеткой, при этом 

точные грани находятся согласно формул предложения 1.□ 
Доказательство вытекает из определений условно полного множества и полной полурешетки, а также 
предложения 1. □ 

Пополним частично упорядоченное множество ,  наибольшим элементом  ; полученное ч.у.м. 

обозначим через },{ . 

Следствие 1. Ч.у.м. },{  является полной решеткой с наименьшим элементом m  и 

наибольшим элементом  .□ 
Доказательство проводится очевидным образом; кроме того, можно использовать общий результат 
теории решеток [Биркгоф, 1984].□ 

Ч.у.м. ,  можно вложить и в другую полную решетку. Для этого расширим понятие мультимножества. 

С этой целью пополним множество натуральных чисел без нуля N  наибольшим элементом   и 
положим   

 NN . Под мультимножеством будем понимать функцию вида 
 NU : , 

семейство всех таких мультимножеств обозначим через  . Порядок на множестве 
N  обозначим 

через  , тогда порядок на мультимножествах   расширяется так:     ddd
def

    , 

, . 

Теорема 4. Ч.у.м.  ,  является полной решеткой с наименьшим элементом m  и наибольшим 

элементом  , где   D: ,    d  для всех Dd  . Точные нижние грани находятся по 
формулам предложения 1, для точных верхних граней выполняется формула  sup , где 

характеристическая функция мультимножества   такая  −    dd 


 



,

sup .□ 

Доказательство. Очевидно, что 

 ,N  является полной решеткой. Остается применить тот хорошо 

известный факт, что прямое произведение полных решеток будет полной решеткой, и использовать уже 
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неоднократно упоминавшеюся формулу для нахождения точных граней подмножеств прямого 
произведения. □ 

Выводы 

В работе приведены базовые определения, касающиеся теории мультимножеств: мультимножества, его 
характеристической функции, отношения включения, операций объединения и пересечения. Построена 
решетка мультимножеств. Выяснено устройство ч.у.м. мультимножеств по отношения включения 
мультимножеств. Осуществлено вложение ч.у.м. мультимножеств в две полные решетки, при этом одна 
их этих полных решеток строится путем обобщения понятия мультимножества (допускается бесконечная 
кратность элементов основы). Отметим, что такие обобщенные мультимножества необходимо 
рассматривать при задании денотационной семантики рекурсивных запросов в SQL-подобных языках 
[Буй, Поляков, 2010] (таким мультимножествам соответствуют таблицы с бесконечным числом строк); эта 
проблематика, однако, требует отдельного рассмотрения. 
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