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ОБОБЩЕННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ НА ДОМЕНЕ 

Дмитрий Буй, Ирина Глушко 

Аннотация: В данной статье доказано, что обобщенная табличная алгебра, исчисление строк 
(кортежей) и исчисление на домене, пополненные произвольными предикатными и функциональными 
сигнатурами на универсальном домене, одинаково выразительны. Проведена редукция исчисления 
строк к исчислению на домене. Доказано, что при этом обобщении табличная алгебра остается не 
менее выразительной, чем исчисление на домене.  

Ключевые слова: реляционные (табличные) базы данных, исчисление на домене, табличная алгебра, 
исчисление строк (кортежей). 

ACM классификация ключевых слов: H.2 Database Management (E.5) H.2.4 Systems – Relational 
databases  

Введение 

В предыдущих работах [Буй, Глушко, 2010], [Buy, Glushko, 2010] проведено обобщение табличной 
алгебры, построенной на основе реляционных алгебр Кодда; обобщение состоит в том, что вместо таблиц 
рассматриваются пары, состоящие из таблиц и схем таблиц. Сделан первый шаг в доказательстве 
эквивалентности табличной (реляционной) алгебры Кодда и исчисления строк (кортежей), пополненного 
произвольными предикатными и функциональными сигнатурами на универсальном домене: доказано, что 
исчисление строк при этом обобщении не менее выразительно, чем табличная алгебра.  

Задача данной работы показать, что обобщенная табличная алгебра, исчисление строк (кортежей) и 
исчисление на домене, пополненные произвольными предикатными и функциональными сигнатурами на 
универсальном домене, одинаково выразительны. 

Обобщенное исчисление на домене 

М. Лакруа (M. Lacroix) и А. Пиротте (A. Pirotte) [Lacroix, Pirotte, 1977] предложили альтернативную к 
исчислению кортежей версию исчисления – реляционное исчисление с переменными на доменах. 
Различие их в том, что вместо переменных строк рассматриваются переменные значения из домена, 
которые представляют компоненты строки. Кроме того, исчисление на домене поддерживает условие 
принадлежности (membership condition) [Дейт, 2005], [Хомоненкo, Цыганков, Мальцев, 2004]. В общем 

виде условие принадлежности записывается как  RdAdAt ,,...,,, 2211 , где R  – схема, iA , – 

атрибут таблицы t , a id  – переменная домена или литерал (константа). Проверяемое условие истинно 
тогда и только тогда, когда в таблице t  существует строка, которая имеет указанные значения из 
универсального домена D  для указанных атрибутов. Причем порядок атрибутов в таблице 
фиксированный.  

Все неопределенные в статье понятия и обозначение понимаем в смысле [Редько, Брона, Буй, Поляков, 
2001].  

Введем множество так называемых разрешенных формул исчисления на домене при использовании: 

 множества атрибутов A  и универсального домена D ; 

 множества предметных констант ,..., 21 dd ; 

 множества предметных переменных ,..., 21 xx ; 

 множества функциональных символов ,..., 21
21
nn ff ; 

 множества предикатных символов ,..., 21

21
mm pp . 
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Областью интерпретации предметных констант и предметных переменных есть универсальный домен D . 
Применяем x  как синтаксическую переменную, областью изменения которой являются переменные; 
f ( p ) как синтаксическую переменную, областью изменения которой являются функциональные 

(соответственно предикатные) символы; d  как синтаксическую переменную, областью изменения 
которой являются константы; наконец, A как синтаксическую переменную, областью изменения которой 
являются атрибуты. 

Следующие выражения являются термами (индукция по длине термов): 

a) всякая предметная константа или предметная переменная есть терм; 

b) если nuu ,...,1  – термы, f  – n -арный функциональный символ, то ),...,( nuuf 1  – терм; 

c) выражение является термом только в том случае, если это следует из правил а), b).  

Будем применять u  как синтаксическую переменную, областью изменения которой являются термы.  

Атомарные формулы (атомы) имеют вид: 

а1. пусть Rt,  – таблица схемы A },...,{ nAAR 1 ,. Тогда ),...,( naa1t  – атом, где ia  – термы, 

1,...ni  ; 

а2. пусть muu ,...,1  – термы, а p  – m -арный предикат на универсальном домене D . Тогда 

),...,( muup 1  – атом.  

Используем логические связки  ,  ,  , кванторы ,  и скобки )(,  для построения формул из атомов. 

f1. Каждый атом – формула  

f2. Если P  – формула, то P  – формула.  

f3. Если P  и Q  – формулы, то QP  , QP   – формулы. 

f4. Пусть x  – переменная, P  – формула, A – атрибут из множества A , тогда x (A) P  – формула. 

f5. Пусть x  – переменная, P  – формула, – A атрибут из множества A , тогда x (A) P  – формула. 

f6. Если P  – формула, то  P  – формула. 

f7. Других формул нет. 

Понятия свободных и связанных переменных на домене и область действия связанной переменной 
определяются в исчисление на домене так же, как и в исчисление строк. Схема переменной x  в формуле 
P  ),( Pscheme x  – это или универсальный домен D , или неопределенная величина. Формально 

определять понятие разрешенной формулы не будем. Как и в исчислении строк формула разрешена, 
если выполняется требование согласования схем переменной в подформулах и требование того, что 
переменная, связанная квантором, должна входить свободно в формулу, которая следует за квантором. 

Выражение исчисления с переменными на домене имеет вид: )},...,(|,...,{ nn xxxx 11 P , где  

1. формула P  – разрешена, а nxx ,...,1 – все свободные переменные, входящие в формулу P ;  

2. },...,{ nAAR 1 , AR  – схема, порядок атрибутов фиксированный; 

3. Dxi ),( Pscheme , ni ,...,1 . 

Пусть )(xP  – разрешенная формула, A – атрибут из множества A  и если ),( Pscheme x  определена, 

то Dx ),( Pscheme . В результате подстановки константы d  из универсального домена D  вместо 

переменной x  в формулу P  получим формулу обозначенную )/( xdP . Определим сначала 

истинностные значения атомов:  
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а1. пусть переменная x  в подформуле )(xt  свободна в P , }{AR   – схема таблицы Rt, . Атом 

)(xt  приобретает значение истина, при подстановке константы Dd  вместо x , если 

 sdAtss  , , где s  – строка таблицы Rt, , иначе атом )(xt  приобретает значение ложь;  

а2. пусть переменная x  в подформуле ),...,( muup 1  свободна в P , тогда при подстановке константы 

Dd  вместо переменной x , заменим соответствующую предметную переменную на d . Атом 

),...,( muup 1 , где iu  – термы (предметные константы), приобретает значение истина, если предикат p  

истинный на соответственных значениях, иначе атом приобретает значение ложь. 

Пусть формула P  разрешенная формула без свободных переменных. Интерпретация формулы P  
определяется следующим образом. 

f2. Если GP  , то в G  нет свободных переменных. Формула P  истинная, когда G  ложная, и 

ложная, когда формула G  истинная. 

f3.  Если QGP   или QGP  , то в G  и Q  нет свободных переменных. Если QGP  , то 

формула P  истинная тогда, когда G  и Q  обе истинные, в противном случае формула P  ложная. Если 

QGP  , то формула P  ложная тогда, когда G  и Q  обе ложные, в противном случае формула P  

истинная. 

f4. Если P x (A)G , то x  – единственная свободно входящая в формулу G  переменная. 

Формула P  истинная, если существует константа Dd , такая, что формула )/( xdG  – истинная, 

иначе формула P  ложная.  

f5. Если P x (A)G , то x  – единственная свободно входящая в формулу G  переменная. 

Формула P  истинная, если для каждой константы Dd  формула )/( xdG  истинная, иначе формула 

P  ложная.  

f6. Если )(GP  , то формула P  истинная, если формула G  истинная, и ложная, если формула G  

ложная. 

Пусть )},...,(|,...,{ nn xxxx 11 PE   – выражение исчисления на домене. Значением выражения E  

назовем таблицу схемы },...,{ nAAR 1 , содержащую все строки )(RSs ,  nn dAdAs ,,...,, 11 , 

такие, что формула )/,...,/( nnddP xx11  истинная. 

Сведение исчисления строк к исчислению на домене 

Пусть  )(|)( yy PRF   – выражение исчисления строк, переменная y  – единственная переменная, 

входящая в формулу P  свободно, а другие переменные связаны не более, чем одним квантором, 
},...,{ nAAR 1  – схема. Применяем y  как синтаксическую переменную, областью изменения которой 

являются переменные исчисления строк. Областью интерпретации предметных переменных исчисления 
строк есть множество всех строк. Построим выражение исчисления на домене, эквивалентное заданному 
выражению исчисления строк F . Каждая переменная z  исчисления строк, входящая в формулу P , 
соответствует некоторой схеме 2R  таблицы, причем либо z  входит в )( 2Rz  или )( 2Rz , либо 

yz  , а RR 2 . Пусть },...,{ mAAR 12  . Выполним следующие замены. 

 Переменную z  исчисления строк заменим m  переменными mzz ,...,1  исчисления на домене.  

 Каждый атом )(zt  исчисления строк заменим на ),...,( mt zz1 . 
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 Каждый атом )...,( mvvp 1 , где iv  – термы исчисления строк, mi ,...1 , заменим на )...,( muup 1 , 

где ju  – термы исчисления на домене, mj ,...1 . 

 Формулу с квантором GR )( 2z  преобразуем в GAA mm )()...( zz  11 . 

 Формулу с квантором GR )( 2z  преобразуем в GAA mm )()...( zz  11 . 

 Если yz  , а RR 2 , то заменим )(Ry  в начале выражения F  на nzz ,...,1 . 

В результате проведенных замен получим, очевидно, выражение исчисления с переменными на домене, 
эквивалентное заданному выражению исчисления строк. Поэтому можем сформулировать следующую 
теорему. 

Теорема. Если F  – произвольное разрешенное выражение исчисления строк, то можно эффективно (и 
равномерно) построить эквивалентное ему выражение E  исчисления на домене. 

Сведение исчисления на домене к табличной алгебре 

Рассматриваем два множества: A  – множество атрибутов и D  – универсальный домен. Под табличной 
алгеброй понимаем алгебру  ,, PT , где T  – множество всех таблиц, 


  

 ,
,,,,

,
,,, }~,,,,,,\,,{ Pp

ARRRXRR
R
R

RR
RXRpRRP Rt

21

1

2
21

R – сигнатура, ,P    – множества 

параметров. Выражением табличной алгебры называется любое выражение, построенное из таблиц 
множества T  при использовании операций множества  ,P . 

Теорема. Для каждого выражения исчисления на домене E  можно эффективно (и равномерно)  
построить эквивалентное ему выражение F  табличной алгебры. 

Доказательство. Пусть )},...,(|,...,{ nn xxxx 11 PE   – выражение исчисления на домене, значением 

которого есть таблица схемы },...,{ nAAR 1 . Построим для каждой подформулы G  формулы P  

эквивалентное алгебраическое выражение GF . Докажем индукцией по числу операторов в подформуле  

G  из P , что если G  содержит свободные переменные на универсальном домене myy ,...,1 , то для 

выражения )},...,(|,...,{ mm yyyy 11 G  существует эквивалентное выражение табличной алгебры GF . 

Тогда, когда G есть само Р, получим алгебраическое выражение для )},...,(|,...,{ nn xxxx 11 P . 

Предполагается, что myy ,...,1  – все свободные переменные в G , и значением выражения 

)},...,(|,...,{ mm yyyy 11 G является таблица схемы A },...,{ mG BBR 1 . 

Заменим связанные переменные в формуле P  так, чтобы ни одна переменная не входила одновременно 
и свободно, и связано в P , а также не связывалась квантором в двух разных местах. Каждая переменная 
ассоциирована теперь с атрибутом, либо входящим в квантор x (A) или x (A), когда переменная 
связана в формуле P , либо сопоставленным с переменной, стоящей слева от вертикальной черты. 

Для каждой формулы P  исчисления на домене можно выписать алгебраическое выражение со 
значением D  (значением данного алгебраического выражения есть одноатрибутная таблица }{, At , 

содержащая все строки  dAs , , Dd  – все элементы множества D ). Например, 

   dAdA ,,  , где d – произвольный элемент из D . Далее ][D  будет обозначать алгебраическое 

выражение со значением D . 

База индукции (нет операторов, т.е. логических связок и кванторов). Подформула G  – атом вида 
),...,( muup 1  или ),...,( naa1t . 
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1) Пусть G  имеет вид ),...,( muup 1 , где iu  – термы исчисления на домене. Положим GF  равным 

)][...]([
,

~ k
RRRR

p
kk

DD
1121

1


 , где iR , – одноатрибутные схемы таблиц, которые есть значениями 

алгебраических выражений i][D , ki ,...,1 . Соединение в данном случае является декартовым 

произведением. А предикат-параметр селекции задан как TAsAsTsp m  ))(),...,(()(~
1p , 

)(RSs , где p  – m -арный сигнатурный предикатный символ. □ 

2) Пусть G  имеет вид ),...,( naa1t , где ia  – константа или переменная на универсальном домене 

D . Пусть },...,{ kСCR 1  – схема таблицы Rt, . Положим алгебраическое выражение GF  равным 

))(( ~ tpX  , где p~  – предикат-параметр селекции, который является конъюнкцией сравнений ii aC   по 

всех i , для которых ia  – константа; X  – множество атрибутов jjC a|{  – переменная}.□ 

Шаг индукции. Предположим, что подформула G  содержит по крайней мере один оператор и что 
гипотеза индукции справедлива для всех подформул формулы P , имеющих меньше операторов, чем G . 

Случай 1. QG  . Пусть QF  – алгебраическое выражение для Q . Положим QG FF  .□ 

Случай 2. QQG  . Пусть свободные переменные из Q  – это pk vvzz ,...,,,..., 11 , а из Q  – это 

qk wwzz ,...,,,..., 11 , где переменные pvv ,...,1  и qww ,...,1  попарно не совпадают. Пусть QF  и QF   – 

алгебраические выражения для Q  и Q  соответственно, причем iC , pi ,...,1  – атрибуты 

ассоциированные с переменными pvv ,...,1 , а jK , qj ,...,1  – атрибуты ассоциированные с 

переменными qww ,...,1 . Положим q
KKKKKR

Q
qqQ

FF ][...][
}{},{}{},{}{,
DD

1211
11



 , а 

'

}{},{}{},{

'

}{,
][...][ p

CCCCCR
Q

ppQ

FF DD
1211

12


  , где QR  и 'QR  – схемы таблиц, которые являются значениями 

алгебраических выражений QF  и QF   соответственно, а iC  и jK  – одноатрибутные схемы таблиц, 

которые являются значениями алгебраических выражений '][
i

D  и j][D  соответственно, pi ,...,1 , 

qj ,...,1 . Обозначим схемы таблиц, которые являются значениями алгебраических выражений 1F  и 2F  

как 1FR  и 2FR соответственно. Для соответствующим образом построенных выражений 1F  и 2F , их схемы 

1FR  и 2FR  равны. Поэтому положим 21 1 FFF FRG  .□ 

Случай 3. QQG  . Это выражение исчисления на домене можно выразить через операции 

отрицания и дизъюнкции. Следуя закону де Моргана )( QQG  .□ 

Случай 4. QAG )(x . Пусть QF  – алгебраическое выражение для Q . Положим GF  равным 

)(\ QAX F , где X  – схема таблицы, которая является значением алгебраического выражения QF .□ 

Случай 5. QAG )(x . Пусть QF  – алгебраическое выражение для Q . Положим GF  равным 

][D1

2

R
RQF  , где 1R  – схема таблицы, которая является значением алгебраического выражения QF , 2R  – 

схема таблицы, которая является значением алгебраического выражения ][D .□� 

Выводы 

Классическое исчисления на домене пополнено произвольными предикатными и функциональными 
сигнатурами на универсальном домене (в то время как обычно рассматривают лишь бинарные 
предикаты, а функциональная сигнатура вообще пуста). Определено синтаксис термов, атомов и формул 
исчисления на домене; выделен класс разрешенных формул. Проведена редукция исчисления строк к 
исчислению на домене. Доказано, что при этом обобщении табличная алгебра остается не менее 
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выразительной, чем исчисление на домене. Учитывая, что ранее доказано, что исчисление кортежей не 
менее выразительно, чем табличная алгебра, можно сделать вывод, что табличная алгебра, исчисление 
строк и исчисление на домене одинаково выразительны.  
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