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Введение 

Проблемы построения классификаторов, линейных и нелинейных, обычно рассматриваются для двух 
непересекающихся множеств. Для линейно разделимых множеств естественным образом формулируются 
и эффективно решаются задачи построения оптимальных классификаторов [Мест, 2008], [В, 2009], [ШГ, 
2004],  [Маз, 2010], [DN, 2009]. Для линейно неразделимых множеств, как формулировка, так и решение 
задач построения классификаторов наталкиваются на определенные трудности. При построении 
линейных классификаторов в этом случае часто используются эвристические алгоритмы [В, 2009], [BM, 
1992], [СБЖК, 2009]. Широко используется метод опорных векторов, требующий задания значений 
некоторых параметров. Выбор этих значений далеко не очевиден. Альтернативой для линейно 
неразделимых множеств является переход к нелинейным классификаторам – квадратичным, 
полиномиальным. По-видимому, увеличивая сложность классификатора, всегда можно добиться 
правильного разделения исходных множеств. Такая цель не всегда оправданна, поскольку исходные 
множества (обучающие выборки) могут формироваться в условиях возможного возникновения тех, или 
других ошибок. Вопросы постановки и решения задач построения классификаторов в условиях 
неопределенности рассматриваются в ([BTGN, 2009], Chapter 12). Естественным в этой ситуации является 
построение классификатора заданного типа (заданной сложности), минимизирующего число точек 
обучающей выборки, разделяемых неправильно (минимизация эмпирического риска).  
Замечательной особенностью рассматриваемых задач является то, что для достаточно широкого класса 
нелинейных классификаторов условие правильного разделения множеств классификатором эквивалентно 
тому, что параметры этого классификатора удовлетворяют некоторой системе линейных неравенств [Маз, 
2010]. Эта особенность позволяет создавать эффективные алгоритмы формирования таких нелинейных 
классификаторов. 
В настоящей работе задачи построения нелинейных классификаторов рассматриваются для случая 
многих классов. Эта работа является развитием результатов, полученных ранее для линейных 
классификаторов [LLV, 2010], [ZhLV, 2010]. 
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1. Постановка задачи 

Для заданной совокупности конечных непересекающихся множеств n
i RΩ ⊂ , 1,...,i m=  (обучающей 

выборки из m  непересекающихся классов) рассматривается задача построения алгоритма 
классификации следующего вида  

{ }( , ) arg max ( , ) : 1,...,i
i

i
a x W f x W i m= = , nx R∈ , 1iLiW R +∈  (1) 

где iW  – совокупность параметров функции ( , )i
if x W , 1,...,i m= , 1( ,..., )mW W W= . Функции 

( , )i
if x W  называются (приоритетными) весовыми функциями. 

Говорят, что классификатор ( , )a x W  правильно разделяет точки из , 1,...,i i mΩ = , если ( , )a x W i= , 

для всех , 1,...,ix i m∈Ω = . Если функции ( , )i
if x W  линейны – 0( , ) ( , ) , 1,...,i i i

if x W w x w i m= + = , 
то классификатор ( , )a x W  называется линейным. Задачи построения линейных классификаторов 
рассматривались в [LLV, 2010], [ZhLV, 2010]. 

Будем предполагать, что для каждого класса i  задана совокупность базисных функций 0 ( ) 1i xϕ ≡  

( ), 1,...,i
j ix j Lϕ = ,  на основе которых формируются весовые функции ( , )i

if x W , 

0 1( , ,..., )
i

i i i i
LW w w w= , 1,...,i m=  

0
1

( , ) ( )
iL

i i i i
i j j

j
f x W w x w

=
= ϕ +∑  (2) 

Совокупности базисных функций могут совпадать для разных классов, например, 
( ) , 1,...,i

j jx x j nϕ = = , 1,...,i m=  для линейных классификаторов. В общем случае совокупность 

базисных функций для каждого класса может быть своя. 
В зависимости от выбора совокупности базисных функций рассматриваются задачи построения 
квадратичных, полиномиальных или других алгоритмов классификации. 
Множества , 1,...,i i mΩ =  называются разделимыми в заданной совокупности базисных функций, если 
существует классификатор, сформированный на основе этой совокупности базисных функций, правильно 
разделяющий точки из этих множеств. 

Обозначим 
1

m

i
i=

Ω = Ω


. Пусть точки множества Ω  перенумерованы, T  – совокупность индексов, 

{ }:tx t TΩ = ∈ , iT  – совокупность индексов множества iΩ , { }:t
i ix t TΩ = ∈ , 

1

m

i
i

T T
=

=


. 

Положим ( )i t  – номер множества iΩ , которому принадлежит точка tx , t T∈ . Величина 

{ }{ }( ) min ( , ) ( , ) : 1,..., \ , ( )t t i t j
i jg W f x W f x W j m i i i t= − ∈ =  (3) 

называется отступом (margin) или зазором (gap) классификатора ( , )a x W  на точке tx , t T∈ .  

Обозначим ( )it i t
j jz x= ϕ , тогда зазор ( )tg W  можно представить в виде  
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{ }0 0
1 1

( ) min : 1,..., \ , ( )
ji LL

j jt jt i it i
k k k k

k k
g W w z w z w w j m i i i t

= =

  = − + − ∈ = 
  
∑ ∑  (4) 

Заметим, что ( )tg W  – вогнутая кусочно-линейная функция. Классификатор ( , )a x W  допускает ошибку 

на точке tx  тогда и только тогда, когда зазор ( )tg W  отрицателен. 

Величина { }( ) min ( ):tg W g W t T= ∈  называется зазором классификатора ( , )a x W  на 

совокупности множеств , 1,...,i i mΩ = . 

Классификатор ( , )a x W  правильно разделяет точки из , 1,...,i i mΩ = , если ( ) 0g W > .  

Замечание 1. Классификатор ( , )a x W  инвариантен относительно умножения всех функций if  на 
положительное число, зазор ( )g W  линеен относительно такой операции умножения. Классификатор 

( , )a x W  и отступ ( )g W  инвариантны относительно добавления произвольного числа ко всем if . 

Величину ( )g W  можно использовать как критерий качества классификатора ( , )a x W  (чем больше 
значение ( )g W , тем надёжнее разделяются точки из , 1,...,i i mΩ = ), однако, при этом должна 
учитываться некоторая нормировка совокупности векторов W , которую обозначим ( )Wη  и будем 
называть нормой классификатора ( , )a x W . Вопрос выбора нормировки имеет самостоятельное 
значение и должен рассматриваться отдельно.  
В дальнейшем будем использовать функцию:  

2

1 1
( ) ( )

iLm
i
j

i j
W w

= =
η = ∑∑  (5) 

В качестве нормы ( )Wη могут использоваться также другие функции [LLV, 2010]. Норма вида (5) выбрана 
из тех соображений, чтобы для случая линейных классификаторов и двух множеств (классов) 1Ω  и 2Ω  
сформулированные задачи были эквивалентны традиционно рассматриваемым, в частности, задаче, 
которая решается в методе опорных векторов. 
С учетом введенных обозначений задачу построения оптимального классификатора (определения 
значений параметров W ) запишем в следующем виде: найти  

{ }max ( ) : ( ) 1, L
W

g g W W W R∗ = η ≤ ∈  (6) 

где L  – размерность вектора W . Поскольку вектор 0W =  является допустимым, то задача (6) имеет 
решение всегда и * (0) 0g g≥ = . Заметим, что * 0g > , если множества , 1,...,i i mΩ =  разделимы в 
заданной совокупности базисных функций, т.е. существует классификатор, правильно разделяющий эти 
множества. Рассмотрим также задачу: найти 

{ }min ( ) : ( ) 1, L
V

V g V V R∗η = η ≥ ∈  (7) 

Близкие по смыслу задачи рассматривались разными авторами (см., напр., [4, 9]). 
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Лемма 1 [LLV, 2010]. Пусть W ∗  – оптимальное решение задачи (6). Тогда если * 0g > , то задача (7) 

также имеет оптимальное решение *V  и 
**

*
WV

g
= , *

*
1

g
η = , если * 0g = , то задача (7) не 

имеет допустимых решений. 
Рассмотрим более подробно задачи построения нелинейных классификаторов. Учитывая (4), представим 
задачу (6) в форме задачи линейного программирования с дополнительным квадратичным ограничением: 
найти 

*
,

max
w

g
δ

= δ  (8) 

при ограничениях 

{ }0 0
1 1

, 1,..., \ , , 1,...,
ji LL

j jt ji it i
k k ik k

k k
w z w z w w j m i t T i m

= =
− + − ≥ δ ∈ ∈ =∑ ∑  (9) 

2

1 1
( ) 1

iLm
i
j

i j
w

= =
≤∑∑  (10) 

Соответственно, задача (7) есть задача квадратичного программирования: найти 

* 2

1 1
min ( )

iLm
i
j

v i j
v

= =
η = ∑∑  (11) 

при ограничениях 

{ }0 0
1 1

1, 1,..., \ , , 1,...,
ji LL

j jt ji it i
k k ik k

k k
v z v z w w j m i t T i m

= =
− + − ≥ ∈ ∈ =∑ ∑  (12) 

Можно показать, что в случае линейных классификаторов и 2m =  задача (11)-(12) эквивалентна задаче, 
которая решается с целью построения полосы максимальной ширины, разделяющей линейно 
разделимые множества 1 2,Ω Ω . 

Для решения рассмотренных задач может использоваться существующее эффективное программное 
задач оптимизации общего назначения, если число точек в обучающей выборке не очень велико. 
Результаты такого рода вычислительных экспериментов приведены в [LLV, 2010]. При большом числе 
точек в обучающей выборке целесообразно использовать методы негладкой оптимизации [СБЖК, 2009], 
[Sh, 1998]. 
Задачи (8)-(10) и (11)-(12) позволяют находить оптимальный классификатор только в случае, когда 
множества , 1,...,i i mΩ =  разделимы в заданной совокупности базисных функций. В противном случае 
совокупность базисных функций можно расширить, т.е. от линейных классификаторов можно перейти к 
квадратичным или к полиномиальным более высокого порядка. Такие переходы к полиномиальным 
классификаторам должны быть обоснованы содержательно в результате анализа рассматриваемой 
прикладной задачи, поскольку неразделимость множества , 1,...,i i mΩ =  в заданной совокупности 
базисных функций может быть связана не со сложностью конфигурации классов, а с ошибками 
определения координат точек множеств iΩ . 

Таким образом, возникает необходимость разработки таких формулировок задач, которые позволяют 
строить рациональные классификаторы в случае, когда множества iΩ  неразделимы в заданной 
совокупности базисных функций. 
Для случая двух множеств 1 2,Ω Ω  в ряде работ (см., напр. [В, 2009], [BM, 1992], [СБЖК, 2009]) 
предлагаются эвристические формулировки задач, позволяющие находить линейные классификаторы 
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для линейно неразделимых множеств. Наиболее известным в этой связи является метод опорных 
векторов (см., напр. [В, 2009]). 

2. Минимизация эмпирического риска  

В случае, когда множества , 1,...,i i mΩ = , неразделимы в заданной совокупности базисных функций, 
естественным критерием выбора классификатора является минимизация эмпирического риска, т.е. числа 
точек обучающей выборки, которые классификатор разделяет неправильно. 
Будем считать, что задан некоторый параметр 0δ >  надежности разделения точек обучающей выборки 

, 1,...,i i mΩ = . Будем говорить, что точки ,tx t T∈ , для которых величина зазора ( )tg W < δ , 
разделяются классификатором ( , )a x W  ненадежно. 

В дальнейшем значение эмпирического риска будем определять с учетом надежности, определяемой 
параметром δ  – эмпирический риск равен числу точек обучающей выборки, которые классификатор 
разделяет неправильно или ненадежно. 
Лемма 3. Пусть ,i jx xα β∈Ω ∈Ω классификатор ( , )a x W  правильно разделяет эти точки, для нормы 
классификатора выполняется ограничение (10). Тогда существует конечное число 0R >  такое, что 

0 0
jiR w w R− ≤ − ≤  (13) 

Доказательство. Для точек ,x xα β  можно записать неравенства 

0 0
1 1 1 1

j ji iL LL L
j j j j j ii i i i

k k kk k k k k
k k k k

w z w z w w w z w zα β βα

= = = =
− ≤ − ≤ −∑ ∑ ∑ ∑ . Учитывая (10), можно показать, что 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 22
0 0

1 1 1 1

j ji iL LL L
j j j ii i

kk k k
k k k k

z z w w z zα β βα

= = = =
− − ≤ − ≤ +∑ ∑ ∑ ∑ . Откуда следует утверждение 

леммы. ! 
Каждой точке ,tx t T∈  поставим в соответствие переменную 0 1ty = ∨  так, что 0ty = , если точка 

tx  учитывается при формировании задачи (8)-(10), 1ty =  – в противном случае. Пусть задано большое 
положительное число B . Задача минимизации эмпирического риска имеет вид: найти  

,
min t
w y t T

Q y∗

∈

 
= ∑ 

 
 (14) 

при ограничениях 

{ }0 0
1 1

, 1,..., \ , , 1,...,
ji LL

j jt ji it i
k k t ik k

k k
w z w z w w B y j m i t T i m

= =
− + − ≥ δ − ⋅ ∈ ∈ =∑ ∑  (15) 

( ) 1Wη ≤  (16) 
1, 1,...,

i
t i

t T
y T i m

∈
≤ − =∑  (17) 

0 1,ty t T≤ ≤ ∈  (18) 
0 1,ty t T= ∨ ∈  (19) 

Из ограничений (16), (13) следует, что если 1ty = , то при достаточно большом значении числа B  

соответствующие неравенства вида (15) выполняются всегда, т.е. точка tx  исключается из задачи. 
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Ограничения (17) определяют условие того, что, по крайней мере, одна точка из каждого множества iΩ  

должна быть включена в задачу. Оптимальное значение Q∗  равно минимальному эмпирическому риску с 
учетом надежности δ . Задача (14)-(19) является NP -трудной, но приближенные решения могут быть 
найдены сравнительно просто по решению непрерывной релаксации этой задачи и могут быть уточнены в 
рамках общей схемы метода ветвей и границ. При формулировке задачи минимизации эмпирического 
риска могут учитываться дополнительные условия и информация. 

Для вычисления оценки снизу для величины Q∗  (минимального эмпирического риска) рассмотрим 
непрерывную релаксацию сформулированной задачи – задачу (14)-(18) Оптимальное значение 
релаксированной задачи обозначим q∗ . Для ее решения будем использовать схему декомпозиции по 
переменным W . Пусть переменные W  зафиксированы. Учитывая (4), задачу минимизации по 
переменным y  представим в следующем виде: найти 

( ) min t
y t T

q W y
∈

 
= ∑ 

 
 (20) 

при ограничениях 

( )1 ( ) ,t
ty g W t T

B
≥ δ − ∈  (21) 

( ) 1Wη ≤  (22) 
1, 1,...,

i
t i

t T
y T i m

∈
≤ − =∑  (23) 

0 1,ty t T≤ ≤ ∈  (24) 

Обозначим ( )1( ) max 0, ( )t td W g W
B

 = δ − 
 

. Очевидно, что если задача (20)-(24) имеет решение, то 

( )t ty d W= . Откуда получаем задачу минимизации по переменным W : найти  

min ( )t

t T
q d W∗

∈
= ∑  (25) 

 
при ограничениях 

( ) 1Wη ≤  (26) 

( ) 1, 1,...,
i

t
i

t T
d W T i m

∈
≤ − =∑  (27) 

( ) 1,td W t T≤ ∈  (28) 

Функции ( )td W  – выпуклые кусочно-линейные, ( )Wη  – квадратичная положительно определенная.  

Задача (25)-(28) для случая линейных классификаторов рассматривалась в [ZhLV, 2010]. Было показано, 
что лагранжева релаксация этой задачи при специальном подборе значений множителей Лагранжа 
эквивалентна задаче, которая решается в методе опорных векторов. 
Для решения задачи (25)-(28) вычисления нижней оценки минимального эмпирического риска может 
использоваться метод негладких штрафных функций и эффективные алгоритмы безусловной выпуклой 
оптимизации [Sh, 1998]. При использовании такого подхода требуется каким-либо образом подбирать 
значения штрафных коэффициентов.  
Другими подходами являются использование выпуклых конических продолжений [ЛЛ, 2010] или 
конических аппроксимаций целевой функции [ЛБ, 2011]. 
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Заключение  

В работе для случая многих классов рассмотрены задачи построения нелинейных классификаторов, 
весовые функции которых представимы в виде линейной комбинации заданной совокупности базисных (в 
общем случае нелинейных) функций. При условии того, что обучающая выборка разделима в заданной 
совокупности классификаторов, естественным образом формулируются и эффективно решаются задачи 
построения оптимальных классификаторов. В случае неразделимости обучающей выборки 
формулируется задача построения классификатора, обеспечивающего минимизацию эмпирического 
риска. Такая задача является частично целочисленной и NP-трудной. Для практического использования 
рассмотрена непрерывная релаксация задачи минимизации эмпирического риска, которая сводится к 
задаче выпуклого программирования с кусочно-линейными функциями, и предложены некоторые новые 
подходы к решению таких задач.  
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