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Àííîòàöèÿ: Îïèñàíû àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåì ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé â
ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ìèíèìàëüíîãî ïîðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåì ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ
óðàâíåíèé â ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è áàçèñà ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â
êîëüöå öåëûõ ÷èñåë, â êîëüöàõ è ïîëÿõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî è ñîñòàâíîãî ÷èñëà. Ýòè àëãîðèòìû
ðàññìàòðèâàþòñÿ â êîíòåêñòå ðåøåíèÿ ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé.

Abstract: The algorithms for computation of basis of solutions systems of linear constraints over set of real numbers,
minimal supported set of solutions for systems of linear Diophantine homogeneous equations over set of natural numbers
and basis of systems of linear Diophantine homogeneous and inhomogeneous equations over ring of integer numbers, over
ring and �eld of residues on modulo are described. Thies algorithms consider in context of solving of general constraint
satisfaction problem
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1. Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåí îáçîð ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ è ëèíåéíûõ äèîôàíòî-
âûõ îãðàíè÷åíèé íàä ÷èñëîâûìè îáëàñòÿìè [5]�[12], [44]�[52]. Ýòè ìåòîäû ðàññìàòðèâàþòñÿ
â êîíòåêñòå ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè îãðàíè÷åíèé, êîòîðàÿ îòíîñèòñÿ ê îáëàñòè ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè (constraint programming). Îäíîé èç öåíòðàëüíûõ ïðîáëåì â
ñîâðåìåííîì ïðîãðàììèðîâàíèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷, âêëþ÷àþùèõ îãðàíè÷åíèÿ. Ñóùåñòâóåò áîëüøîå êî-
ëè÷åñòâî ïðîáëåì âûïîëíèìîñòè îãðàíè÷åíèé (constraint satisfaction problems � CSP ), ÿâ-
ëÿþùèõñÿ NP -òðóäíûìè [23]. Ïîýòîìó ìàëîâåðîÿòíî ñóùåñòâîâàíèå îáùåãî ýôôåêòèâíîãî
àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ïðîáëåìû, ñâÿçàííîé ñ îãðàíè÷åíèÿìè.

Óñòàíîâëåíèå êëàññà ñëîæíîñòè, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò òîò èëè èíîé ÿçûê îãðàíè÷å-
íèé, èíîãäà íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì. Íåîáõîäèìî íàõîäèòü ñàìè ðåøåíèÿ ïðîáëåìû âû-
ïîëíèìîñòè îãðàíè÷åíèé. Ìåòîäàì ðåøåíèÿ ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè äëÿ ÿçûêà ëèíåéíûõ
îãðàíè÷åíèé è ïîñâÿùåíà ýòà ðàáîòà.

Âíà÷àëå äàþòñÿ íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è ïîíÿòèÿ, à òàêæå êðàòêèé îáçîð ôàêòîâ,
ñâÿçàííûõ ñ ðåøåíèåì ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè ìíîæåñòâà îãðàíè÷åíèé. Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ
àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ïîðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé è áàçèñà ìíîæå-
ñòâà ðåøåíèé ñèñòåì ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ëèíåéíûõ
äèîôàíòîâûõ îãðàíè÷åíèé â ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë, íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïîëå è êîëüöå
âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî è ñîñòàâíîãî ÷èñëà. Â îñíîâå ïðåäëàãàåìûõ àëãîðèòìîâ ëå-
æèò ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ïîðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåì ëèíåéíûõ
îäíîðîäíûõ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé â ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë [5]. Ê òàêîãî ðîäà
ñèñòåìàì è ìåòîäàì èõ ðåøåíèé ñâîäÿòñÿ çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêèõ èãð [2], ðàñïîçíàâàíèÿ
èçîáðàæåíèé è ïîñòðîåíèå ëèíåéíûõ ìîçàèê [3], êðèïòîãðàôèè [15], ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ
öèêëîâ [20], àíàëèçà ñâîéñòâ ñåòåé Ïåòðè [53], àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé óíèôèêàöèè â
òåîðèÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà [21] è ìíîãèå äðóãèå çàäà÷è.

Â ïîñëåäíåì ðàçäåëå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ, ïðåäñòàâëåííûõ â ýòîé ðàáîòå
ìåòîäîâ.
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2. Ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè îãðàíè÷åíèé

2.1. Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Ââåäåì îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé è îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøåì
èçëîæåíèè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü D � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî è n ∈ N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Äåêàðòîâîé ñòåïåíüþ ìíîæåñòâà D íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Dn, ñîñòîÿùåå èç âñåõ óïî-
ðÿäî÷åííûõ n-îê ýëåìåíòîâ èç D, ò. å. Dn = {(d1, . . . , dn)|di ∈ D, i = 1, . . . , n}.

Ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî R ⊆ Dn íàçûâàåòñÿ n-àðíûì îòíîøåíèåì íà D.

Â çàâèñèìîñòè îò ìîùíîñòè ìíîæåñòâà D, îòíîøåíèÿ íà D ìîãóò áûòü êîíå÷íûìè èëè
áåñêîíå÷íûìè. Â äàëüíåéøåì áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî êîíå÷íûå îòíîøåíèÿ íà D, à
ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ îòíîøåíèé íà D áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ RD.

ßçûêîì îãðàíè÷åíèé L íà D íàçûâàåòñÿ íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî L ⊆ RD.

Îïðåäåëåíèå 2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà D è ïðîèçâîëüíîãî ÿçûêà îãðàíè÷åíèé
L íà D ïðîáëåìîé âûïîëíèìîñòè îãðàíè÷åíèé CSP(L) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèå òàêîé êîìáè-
íàòîðíîé ïðîáëåìû:

äàíî: òðîéêà P = (V,D,C), ãäå

• V � ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ;

• C � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíèé {C1, . . . , Cq};

• êàæäîå îãðàíè÷åíèå Ci ∈ C � ýòî ïàðà (si, Ri), ãäå

� si = (v1, v2, . . . , vn) � n-êà äëèíû n, íàçûâàåìàÿ îáëàñòmþ îãðàíè÷åíèÿ;

� Ri ∈ L � ni-àðíîå îòíîøåíèå íà D, íàçûâàåìîå îòíîøåíèåì îãðàíè÷åíèÿ.

Âûÿñíèòü: ñóùåñòâóåò ëè ðåøåíèå îãðàíè÷åíèÿ, ò. å. ôóíêöèÿ φ : V → D òàêàÿ,
÷òî ∀(si, Ri) ∈ C, n-êà (φ(v1), . . . , φ(vn)) ∈ Ri è åñëè ñóùåñòâóåò, òî êàêàÿ ñëîæíîñòü
åãî âû÷èñëåíèÿ?

Ìíîæåñòâî D â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ ïðîáëåìû. Ìíîæåñòâî âñåõ ðåøå-
íèé CSP âèäà P = (V,D,C) îáîçíà÷àåòñÿ Sol(P ).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü CSP íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü
êàêèì îáðàçîì êîäèðóåòñÿ ïðîáëåìà â âèäå êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâîëîâ. Ðàç-
ìåðîì äàííîé ïðîáëåìû áóäåò íàçûâàòüñÿ äëèíà ïåðåìåííûõ, äëèíà ïðîáëåìû, äëèíà âñåõ
îáëàñòåé îïðåäåëåíèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ îòíîøåíèé îãðàíè÷åíèé. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ òàêîå ïðåäñòàâëåíèå âûáðàíî òàê, ÷òî ñëîæíîñòü óñòàíîâëåíèÿ
òîãî, äîïóñêàåò ëè äàííîå îãðàíè÷åíèå äàííóþ n-êó çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ èç ñâîåé îáëàñòè
îãðàíè÷åíèé, ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé ôóíêöèåé îò äëèíû ïðåäñòàâëåíèÿ. Äëÿ êîíå÷íûõ
îáëàñòåé ýòîãî òðåáîâàíèÿ áîëåå ÷åì äîñòàòî÷íî, ïîñêîëüêó n-êè â îòíîøåíèÿõ ìîæíî ïå-
ðå÷èñëèòü ÿâíî (õîòÿ íà ïðàêòèêå îòíîøåíèÿ çàäàþòñÿ, êàê ïðàâèëî, íåÿâíî).

Îïðåäåëåíèå 3. ßçûê îãðàíè÷åíèé L íàçûâàåòñÿ ëåãêî îáðàáàòûâàåìûì (tractable),
åñëè CSP (L′) ìîæåò áûòü ðåøåíà â ïîëèíîìèàëüíîì âðåìåíè äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî
ïîäìíîæåñòâà L′ ⊆ L.

ßçûê îãðàíè÷åíèé L íàçûâàåòñÿ NP-ïîëíûì, åñëè CSP (L′) ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé ïðî-
áëåìîé äëÿ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà L′ ⊆ L.
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Èçâåñòíî ìíîæåñòâî âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîáëåì, ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ êîòîðûõ íå ïðèíàä-
ëåæàò íè êëàcñó ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè, íè êëàcñó NP -ïîëíîé ñëîæíîñòè. Íî ñóùå-
ñòâóþò ÿçûêè îãðàíè÷åíèé, ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò îäíîìó èç ýòèõ äâóõ
êëàññîâ [34].

(n + 1)-àðíîå îòíîøåíèå R íà (Dn × B) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì (èëè ôóíêöèåé),
åñëè äëÿ ëþáîé n-êè (d1, d2, . . . , dn) ∈ Dn ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà b ∈ B òàêîãî,
÷òî (d1, d2, . . . , dn, b) ∈ R (îáîçíà÷åíèå R : Dn → B). Êàê ïðàâèëî, ôóíêöèè îáîçíà÷àþòñÿ
ìàëûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè f : Dn → B. Ýòèì îáîçíà÷åíèÿì è áóäåì ñëåäîâàòü.

×àñòíûì ñëó÷àåì ïîíÿòèÿ ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå îïåðàöèè. Ôóíêöèÿ f : Dn → D
íàçûâàåòñÿ n-àðíîé îïåðàöèåé íà ìíîæåñòâå D.

Îïðåäåëåíèå 4. Óíèâåðñàëüíîé àëãåáðîé íàçûâàåòñÿ ïàðà G = (D,Ω), ãäå D � íåêî-
òîðîå ìíîæåñòâî, íàçûâàåìîå íîñèòåëåì èëè îñíîâíûì ìíîæåñòâîì àëãåáðû, à Ω =
{fk1

1 , . . . , fkn
n , . . .} � ìíîæåñòâî îïðåäåëåííûõ íà D îïåðàöèé êîíå÷íîé ôèêñèðîâàííîé àð-

íîñòè, íàçûâàåìîå ñèãíàòóðîé àëãåáðû. Îïåðàöèè èç Ω íàçûâàþòñÿ îñíîâíûìè.

Àëãåáðà íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé, åñëè êîíå÷íî åå îñíîâíîå ìíîæåñòâî D, à ìíîæåñòâî
âñåõ îïåðàöèé êîíå÷íîé àðíîñòè íà D îáîçíà÷àåòñÿ OD.

Äâå óíèâåðñàëüíûå àëãåáðû G = (D,Ω) è G′ = (D′,Ω′) íàçûâàþòñÿ îäíîòèïíûìè, åñëè
ìåæäó èõ ñèãíàòóðàìè ñóùåñòâóåò òàêîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, ïðè êîòîðîì
êàæäîé n-àðíîé îïåðàöèè f ∈ Ω ñîîòâåòñòâóåò îïåðàöèÿ f ′ ∈ Ω′ òîé æå àðíîñòè.

2.2. Ïðèìåðû ÿçûêîâ îãðàíè÷åíèé

1. ßçûê ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä áåñêîíå÷íûì ïîëåì. Ïóñòü D � ïîëå äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ò. å. ýòî àëãåáðà âèäà G = (D, {+,−, ·, :, 0, 1} c áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè
ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ, äåëåíèÿ è äâóìÿ íóëüàðíûìè îïåðàöèÿìè 0 è 1. Ïóñòü
L = Llin � ÿçûê îãðàíè÷åíèé, ñîñòîÿùèé èç âñåõ êîíå÷íûõ îòíîøåíèé íà D, ýëåìåíòàìè
êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ âñå ðåøåíèÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä D.

Ïðîèçâîëüíîå îòíîøåíèå èç Llin, à òàêæå ïðîèçâîëüíàÿ ïðîáëåìà CSP (Llin) ìîãóò áûòü
ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðîé ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä D è ðåøåíû â ïîëèíîìèàëüíîì
âðåìåíè [24] (íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñò-
íûõ). Ñëåäîâàòåëüíî, Llin ÿâëÿåòñÿ ëåãêî îáðàáàòûâàåìûì ÿçûêîì.

Ýòîò ÿçûê íàä ðàçëè÷íûìè ÷èñëîâûìè îáëàñòÿìè ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì îáúåêòîì èññëå-
äîâàíèÿ â äàííîé ðàáîòå.

2. ßçûê LZOA. Ïóñòü � D � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî è LZOA � ÿçûê âñåõ îòíîøåíèé íà D
òàêîãî âèäà:

• âñå óíàðíûå îòíîøåíèÿ;

• âñå áèíàðíûå îòíîøåíèÿ âèäà D1 ×D2, ãäå D1, D2 ⊆ D;

• âñå áèíàðíûå îòíîøåíèÿ âèäà {d, π(d)|d ∈ D1} äëÿ íåêîòîðîãî D1 ⊆ D, è íåêîòîðîé
ïåðåñòàíîâêè π ìíîæåñòâà D1;

• âñå áèíàðíûå îòíîøåíèÿ âèäà {(a, b) ∈ D1 × D2|a = d1 ∨ b = d2} äëÿ íåêîòîðûõ
ïîäìíîæåñòâ D1, D2 ⊆ D è íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ d1 ∈ D1 è d2 ∈ D2.

Èçâåñòíî, ÷òî ýòîò ÿçûê ÿâëÿåòñÿ ëåãêî îáðàáàòûâàåìûì è ÷òî äëÿ ëþáîãî áèíàðíîãî
îòíîøåíèÿ R íà D, íå ïðèíàäëåæàùåãî ê LZOA, ÿçûê LZOA ∪ {R} ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíûì
[37].
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3. ßçûê ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ. Áèíàðíîå îòíîøåíèå ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà íà (÷àñòè÷-
íî) óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå D èìååò âèä:

<D= {(d1, d2) ∈ D2|d1 < d2}.

Åñëè D ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N , òî êëàññ ïðîáëåì âûïîëíèìî-
ñòè îãðàíè÷åíèé äëÿ CSP (<N ) ñîîòâåòñòâóåò ïðîáëåìå ïðîâåðêè àöèêëè÷íîñòè îðãðàôà
(ACY CLIC DIGRAPH problem). Ýòà ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äëÿ çàäàííîãî îð-
ãðàôà G âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè G àöèêëè÷åñêèì îðãðàôîì. Èçâåñòíî, ÷òî îðãðàô ÿâëÿåòñÿ
àöèêëè÷åñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî âåðøèíû ìîæíî ïåðåíóìåðîâàòü òàêèì îá-
ðàçîì, ÷òî êàæäàÿ åãî äóãà ñîåäèíÿåò âåðøèíó ñ ìåíüøèì íîìåðîì ñ âåðøèíîé ñ áîëüøèì
íîìåðîì.

ßçûê <N ÿâëÿåòñÿ ëåãêî îáðàáàòûâàåìûì [22].

4. ßçûê îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà. Áèíàðíîå îòíîøåíèå íà D, îïðåäåëÿåìîå êàê

̸=D= {(d1, d2) ∈ D2|d1 ̸= d2},

ñîîòâåòñòâóåò ïðîáëåìå ðàñêðàñêè ãðàôà |D| êðàñêàìè. Èçâåñòíî, ÷òî äàííûé ÿçûê ëåãêî
îáðàáàòûâàåìûé, åñëè |D| ≤ 2 èëè |D| = ∞, è ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíûì, åñëè 3 ≤ |D| < ∞ [39].

5. ßçûê áóëåâñêèõ îãðàíè÷åíèé. ßçûê îãðàíè÷åíèé íàä äâóõýëåìåíòíûì ìíîæå-
ñòâîì D = {d0, d1} èçâåñòåí êàê áóëåâñêèé ÿçûê îãðàíè÷åíèé. Èñïîëüçóÿ ýòîò ÿçûê, ìîæíî
âûðàçèòü ñòàíäàðòíóþ ôîðìó ïðîïîçèöèîíàëüíîé ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè, èìåþùåé íà-
çâàíèå ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ â âèäå CSP , ïóòåì èíòåðïðåòàöèè ýëåìåíòîâ èç D êàê ëîæü è
èñòèíà [39].

Èçâåñòåí ðåçóëüòàò Øàôèðà [38] î òîì, ÷òî áóëåâñêèé ÿçûê îãðàíè÷åíèé L ëåãêî îáðà-
áàòûâàåì åñëè âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1. êàæäîå îòíîøåíèå èç L ñîäåðæèò n-êó, â êîòîðîé âñå êîìïîíåíòû ðàâíû d0;

2. êàæäîå îòíîøåíèå èç L ñîäåðæèò n-êó, â êîòîðîé âñå êîìïîíåíòû ðàâíû d1;

3. êàæäîå îòíîøåíèå èç L îïðåäåëÿåòñÿ ÊÍÔ, ãäå êàæäûé äèçúþíêò èìååò îäèí íåãà-
òèâíûé ëèòåðàë;

4. êàæäîå îòíîøåíèå èç L îïðåäåëÿåòñÿ ÊÍÔ, ãäå êàæäûé äèçúþíêò èìååò îäèí ïîçè-
òèâíûé ëèòåðàë (õîðíîâñêèé äèçúþíêò);

5. êàæäîå îòíîøåíèå èç L îïðåäåëÿåòñÿ ÊÍÔ, ãäå êàæäûé äèçúþíêò ñîäåðæèò äâà
ëèòåðàëà;

6. êàæäîå îòíîøåíèå èç L ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
íàä ïîëåì F2 âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 2.

Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ÿçûê L ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíûì. Ïðèâåäåííûé ðåçóëüòàò èç-
âåñòåí êàê äèõîòîìè÷åñêàÿ òåîðåìà Øàôèðà. Íåïîñðåäñòâåííî èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò,
÷òî íåêîòîðûå áóëåâñêèå ÿçûêè îãðàíè÷åíèé, ñîäåðæàùèå åäèíñòâåííîå îòíîøåíèå, ÿâëÿ-
þòñÿ NP -ïîëíûìè. Íàïðèìåð, äëÿ D = {d0, d1} è òåðíàðíîãî îòíîøåíèÿ ND, íàçûâàåìîãî
�ÍÅ-ÂÑÅ-ÐÀÂÍÛ� è èìåþùåãî âèä

ND = D3 \ {(d0, d0, d0), (d1, d1, d1), (d0, d0, d1), (d0, d1, d0), (d0, d1, d1), (d1, d0, d1), (d1, d1, d0)},

ÿçûê ND ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíûì [38].

3. Àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä ê ïðîáëåìå âûïîëíèìîñòè

Ìíîãèå ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå CSP , ïîêàçàëè, ÷òî ñëîæíîñòü ÿçûêà îãðàíè÷åíèé ìîæíî
îõàðàêòåðèçîâàòü, åñëè èñïîëüçîâàòü àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà åãî îòíîøåíèé (ñì. ðèñ. 3.1).
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Â ñâÿçè ñ ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì èìååòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ, êîòîðóþ âêðàòöå èçëîæèì
çäåñü, à áîëåå ïîëíîå åå èçëîæåíèå ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè [29].

⇕

⇕

⇕

Ðèñ. 3.1. Òðàíñëÿöèÿ âîïðîñîâ î ñëîæíîñòè

Ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà

ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðû

Ñâîéñòâà ïîëèìîðôèçìîâ

Ñëîæíîñòü ÿçûêà îãðàíè÷åíèé

Ñâîéñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ

êëîíîâ îòíîøåíèé

Â îñíîâå ïåðâîãî øàãà â àëãåáðàè÷åñêîì ïîäõîäå ê àíàëèçó ñëîæíîñòè ÿçûêîâ îãðà-
íè÷åíèé ÿâëÿåòñÿ õîðîøî èçâåñòíàÿ èäåÿ: äàíî èñõîäíîå ìíîæåñòâî îòíîøåíèé, íàéòè îò-
íîøåíèÿ, ïðèáàâëåíèå êîòîðûõ ê èñõîäíîìó ìíîæåñòâó íå èçìåíÿåò ñëîæíîñòè ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî êëàññà ïðîáëåì. Èçâåñòíû ïðèìåðû îòíîøåíèé, äëÿ êîòîðûõ äîáàâëåíèå âñåõ
îòíîøåíèé, âûâîäèìûõ èç èñõîäíûõ îòíîøåíèé, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåííûå ïðîñòûå ïðàâèëà,
íå èçìåíÿåò ñëîæíîñòè. Îòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì, èçâåñòíû ïîä íàçâàíèåì
êëîíû îòíîøåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâûé øàã â àíàëèçå ñëîæíîñòè ÿçûêîâ ñîñòîèò â
îïðåäåëåíèè òàêèõ ìíîæåñòâ îòíîøåíèé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êëîíàìè îòíîøåíèé.

Ñëåäóþùèé øàã â àëãåáðàè÷åñêîì ïîäõîäå ñîñòîèò â îïèñàíèè êëîíîâ îòíîøåíèé ñ ïî-
ìîùüþ ïîëèìîðôèçìîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè íà íåêîòîðîì
âûäåëåííîì ìíîæåñòâå [28, 30].

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå êëîíà äëÿ óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû.

Ïóñòü D íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Äëÿ íàòóðàëüíûõ n ≥ 1 è 1 ≤ m ≤ n îïåðàöèåé

ñåëåêöèè èëè ïðîñòî ñåëåêöèåé íà D íàçûâàåòñÿ n-àðíàÿ îïåðàöèÿ âèäà Inm(a1, . . . , an) =
am äëÿ âñåõ a1, a2, . . . , an ∈ D. Åñëè f � n-àðíàÿ ôóíêöèÿ íà D è g1, g2, . . . , gn � k-àðíûå
ôóíêöèè, òî k-àðíàÿ ôóíêöèÿ

g(a1, . . . , ak) = f(g1(a1, . . . , ak), . . . , gn(a1, . . . , ak))

íàçûâàåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé ôóíêöèé f, g1, . . . , gn äëÿ âñåõ a1, . . . , ak ∈ D.

Îïðåäåëåíèå 5. Ìíîæåñòâî îïåðàöèé, îïðåäåëåííûõ íà íåêîòîðîì çàäàííîì ìíîæå-
ñòâå D, íàçûâàåòñÿ êëîíîì íà D òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ñîäåðæèò âñå ñåëåêöèè
è çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè.

Ïîñëåäíèé øàã â àëãåáðàè÷åñêîì ïîäõîäå ñâÿçûâàåò ÿçûêè îãðàíè÷åíèé ñ êîíå÷íûìè
óíèâåðñàëüíûìè àëãåáðàìè. ßçûêè êîíå÷íûõ àëãåáð ïîçâîëÿþò ñîçäàâàòü ìíîãî íîâûõ
äîñòàòî÷íî ìîùíûõ ñðåäñòâ äëÿ àíàëèçà ñëîæíîñòè îãðàíè÷åíèé.

3.1. Îò îòíîøåíèé ê êëîíàì îòíîøåíèé

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûé øàã â àëãåáðàè÷åñêîì ïîäõîäå ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåíèþ òîãî,
êàêèå äîïîëíèòåëüíûå îòíîøåíèÿ ìîãóò áûòü äîáàâëåíû ê ÿçûêó îãðàíè÷åíèé áåç èçìå-
íåíèÿ ñëîæíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññà ïðîáëåì. Ýòà òåõíèêà øèðîêî èñïîëüçîâàëàñü
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ïðè àíàëèçå ïðîáëåì âûïîëíèìîñòè áóëåâñêèõ îãðàíè÷åíèé [25, 38], à òàêæå ïðè àíàëèçå
òåìïîðàëüíûõ è ïðîñòðàíñòâåííûõ îãðàíè÷åíèé [26, 32, 33, 35, 36].

Îïðåäåëåíèå 6. ßçûê îãðàíè÷åíèé L âûðàæàåò îòíîøåíèå R, åñëè ñóùåñòâóåò
P = (V,D,C) ∈ CSP (L) è ñïèñîê (v1, . . . , vn) ïåðåìåííûõ èç V òàêèõ, ÷òî R =
{(φ(v1), . . . , φ(vn))|φ ∈ Sol(P )}.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÿçûêà îãðàíè÷åíèé L ìíîæåñòâî îòíîøåíèé, êîòîðûå ìîãóò
áûòü âûðàæåíû ñ ïîìîùüþ ÿçûêà L, íàçûâàåòñÿ âûðàçèòåëüíîé ìîùíîñòü ÿçûêà
L. Âûðàçèòåëüíóþ ìîùíîñòü ÿçûêà îãðàíè÷åíèé L ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü ìíîãèìè
ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè [31]. Íàïðèìåð, ýòî ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü ðàâíî ìíîæåñòâó
âñåõ îòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ èç îòíîøåíèé ÿçûêà L ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé ñîåäèíåíèÿ
è ïðîåêöèè ðåëÿöèîííîé àëãåáðû. Ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî îíî ðàâíî ìíîæåñòâó
îòíîøåíèé, îïðåäåëÿåìûõ ïðèìèòèâíûìè ïîçèòèâíûìè ôîðìóëàìè íàä îòíîøåíèÿìè èç L
âìåñòå ñ îòíîøåíèåì ðàâåíñòâà, ãäå ïðèìèòèâíûìè ïîçèòèâíûìè ôîðìóëàìè íàçûâàþòñÿ
ôîðìóëû ÿçûêà ïðåäèêàòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîñòðîåííûå ñ ïîìîùüþ êîíúþíêöèè è
êâàíòîðîâ ñóùåñòâîâàíèÿ. Â àëãåáðàè÷åñêîé òåðìèíîëîãèè ýòî ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ
êëîíîì îòíîøåíèé, ïîðîæäåííûõ ÿçûêîì L è îáîçíà÷àåòñÿ ⟨L⟩.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì áóëåâñêèé ÿçûê îãðàíè÷åíèé L = {R1, R2} íà D = {0, 1}, ãäå R1 = {(0, 1), (1, 0), (1, 1)}
è R2 = {(0, 0), (0, 1), (1, 0)}. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå 16 îòíîøåíèé ìîãóò áûòü âûðàæåíû ñ ïîìîùüþ
ïðèìèòèâíûõ ïîçèòèâíûõ ôîðìóë, âêëþ÷àþùèõ R1 è R2. Íàïðèìåð, îòíîøåíèå R3 = {(0, 0), (1, 0), (1, 1)} ìîæíî
âûðàçèòü ôîðìóëîé R3 = ∃y(R1(x, y) ∧ R2(y, z)). Ñëåäîâàòåëüíî, ⟨L⟩ � êëîí îòíîøåíèé, ïîðîæäàåìûé ÿçûêîì L è
âêëþ÷àþùèé âñå 16 áóëåâñêèõ îòíîøåíèé.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ýòîãî ÿçûêà îãðàíè÷åíèé L êëîí ⟨L⟩ â òî÷íîñòè ñîñòîèò èç òåõ áóëåâñêèõ îòíîøåíèé

(ïðîèçâîëüíîé àðíîñòè), êîòîðûå ìîãóò áûòü âûðàæåíû êîíúþíêöèÿìè óíàðíûõ è áèíàðíûõ áóëåâñêèõ îòíîøåíèé

[42, 43]. ♠1

Ñâÿçü ìåæäó ýòèìè ïîíÿòèÿìè è ñëîæíîñòüþ ÿçûêà îãðàíè÷åíèé óñòàíàâëèâàåòñÿ ñëå-
äóþùèì óòâåðæäåíèåì.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÿçûêà îãðàíè÷åíèé L è ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîäìíîæå-
ñòâà L0 ⊆ ⟨L⟩ ñóùåñòâóåò ðåäóêöèÿ â ïîëèíîìèàëüíîì âðåìåíè ÿçûêà CSP (L0) ê ÿçûêó
CSP(L).

Èç ýòîé òåîðåìû âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 1. ßçûê îãðàíè÷åíèé L ëåãêî îáðàáàòûâàåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
åãî êëîí ⟨L⟩ ëåãêî îáðàáàòûâàåìûé. Àíàëîãè÷íî L ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíûì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ⟨L⟩ NP-ïîëíûé.

3.2. Îò êëîíîâ îòíîøåíèé ê ìíîæåñòâàì îïåðàöèé

Êàê ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî, àíàëèç ñëîæíîñòè ïðîèçâîëüíîãî ÿçûêà îãðàíè÷åíèé
íàä êîíå÷íûìè îáëàñòÿìè ñâîäèòñÿ ê àíàëèçó êëîíîâ îòíîøåíèé. Ðàññìîòðèì ïîäõîä ê
ïðåäñòàâëåíèþ è îïèñàíèþ êëîíîâ îòíîøåíèé, êîòîðûé áàçèðóåòñÿ íà ñâîéñòâàõ îïåðàöèé.

Ïðîèçâîëüíóþ îïåðàöèþ f ∈ OD ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñøèðèòü íà êîðòåæè
ýëåìåíòîâ èç D. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé k-àðíîé îïåðàöèè f ∈ OD è t1, . . . tk ∈ Dn îïðåäåëèì

f(t1, . . . , tk) = ((f(t1[1], . . . , tk[1]), . . . , f(t1[n], . . . , tk[n])),

1Çíàê ♠ îçíà÷àåò êîíåö ïðèìåðà
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ãäå ti[j] � j-àÿ êîìïîíåíòà ti, i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , n.

Îïðåäåëåíèå 7. Ãîâîðÿò, ÷òî k-àðíàÿ îïåðàöèÿ f ∈ OD ñîõðàíÿåò n-àðíîå îòíîøåíèå
R ∈ RD (èëè ÿâëÿåòñÿ ïîëèìîðôèçìîì R, èëè R èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî f, èëè R
ñòàáèëüíî îòíîñèòåëüíî f), åñëè f(t1, . . . , tk) ∈ R äëÿ âñåõ t1, . . . , tk ∈ R.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

f(t1, . . . , tk) = ((f(t1[1], . . . , tk[1]), . . . , f(t1[n], . . . , tk[n])) ∈ R ⊆ Dn.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÿçûêà L ⊆ RD è Ω ⊆ OD îïðåäåëèì òàêèå îòîáðàæåíèÿ:

Pol(L) = {f ∈ OD|f ñîõðàíÿåò êàæäîå îòíîøåíèå èç L};
Inv(Ω) = {R ∈ RD|R èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî êàæäîé îïåðàöèè èç Ω}.
Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

Inv(Ω) = Inv(Pol(Inv(Ω)))

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà îïåðàöèé Ω (îïåðàòîðû Inv è Pol îáðàçóþò ñîîòâåòñòâèå
Ãàëóà ìåæäó OD è RD).

Äëÿ óíèâåðñàëüíûõ àëãåáð èçâåñòíî, ÷òî êëîíû îòíîøåíèé, ïîðîæäåííûå ìíîæåñòâîì
îòíîøåíèé íàä êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì, îïðåäåëÿþòñÿ ïîëèìîðôèçìàìè ýòèõ îòíîøåíèé
[40].
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Ðèñ 3.2. Îïåðàòîðû Inv è Pol

Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü L � êîíå÷íûé ÿçûê îãðàíè÷åíèé íàä ìíîæåñòâîì D. Äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ïðîáëåìîé èíäèêàöèè ïîðÿäêà k äëÿ L íàçûâàåòñÿ CSP
ïðîáëåìà P = (V,D,C), ãäå

• V = Dn (êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ â P ÿâëÿåòñÿ êîðòåæîì ýëåìåíòîâ äëèíû k èç D);

• C = {(s,R)|R ∈ L è s ñîîòâåòñòâóåò R}.

Ïðè ýòîì ñïèñîê êîðòåæåé äëèíû n äëÿ s = (v1, . . . , vn) ñîîòâåòñòâóåò R, åñëè k �
ýòî àðíîñòü R è äëÿ âñåõ i ∈ {1, 2, . . . , k} n-êà (v1[i], . . . , vn[i]) ∈ R. Ñëåäîâàòåëüíî, CSP
ïðîáëåìà P èìååò îãðàíè÷åíèÿ èç ÿçûêà îãðàíè÷åíèé L íà âñåõ âîçìîæíûõ îáëàñòÿõ ñî-
îòâåòñòâóþùèõ îòíîøåíèþ èç L.

Çàìåòèì, ÷òî ïðîáëåìû èíäèêàöèè ïîðÿäêà k äëÿ L ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿìè èç Dk

â D, êîòîðûå ñîõðàíÿþò êàæäîå èç îòíîøåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè ðåøåíèÿ â òî÷íîñòè
ñîñòàâëÿþò k-àðíûå ýëåìåíòû èç Pol(L).

Áîëåå ïîäðîáíàÿ èíôîðìàöèÿ î ïðîáëåìå èíäèêàöèè ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå [27].
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Òåîðåìà 2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÿçûêà îãðàíè÷åíèé L íàä êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì D
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ⟨L⟩ = Inv(Pol(L)) [28, 40].

Ïîñêîëüêó êëîí îòíîøåíèé ⟨L⟩ ñîñòîèò èç òàêèõ îòíîøåíèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü âû-
ðàæåíû â ÿçûêå îòíîøåíèé L, òî îòñþäà ñëåäóåò ñòðîãàÿ ñâÿçü ìåæäó ïîëèìîðôèçìàìè è
âûðàçèòåëüíîé ìîùíîñòüþ ÿçûêà L.

Èç òåîðåì 1 è 2 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 2. Ïðîèçâîëüíîå îòíîøåíèå R íàä êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì D ìîæåò áûòü
âûðàæåíî â ÿçûêå îãðàíè÷åíèé L òîãäà, êîãäà Pol(L) ⊆ Pol({R}).

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÿçûêîâ îãðàíè÷åíèé L è L0 íàä êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì D, åñëè L0

êîíå÷íûé ÿçûê è Pol(L) ⊆ Pol(L0), òî CSP (L0) ðåäóöèðóåòñÿ ê CSP (L) â ïîëèíîìèàëü-
íîì âðåìåíè.

Ýòè ñëåäñòâèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íûé ÿçûê îãðàíè÷åíèé L íàä êîíå÷-
íîé îáëàñòüþ D îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ðåäóêöèé, âûïîëíÿåìûõ â ïîëèíîìèàëüíîì
âðåìåíè, ïîëèìîðôèçìàìè èç L. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî òðàíñëèðîâàòü èñõîäíóþ ïðîáëåìó
õàðàêòåðèçàöèè ëåãêî îáðàáàòûâàåìîãî ÿçûêà îãðàíè÷åíèé â ýêâèâàëåíòíóþ åé ïðîáëåìó
äëÿ ìíîæåñòâà îïåðàöèé.

Îïðåäåëåíèå 9. Ìíîæåñòâî îïåðàöèé Ω ⊆ OD íàçûâàåòñÿ ëåãêî îáðàáàòûâàåìûì,
åñëè Inv(Ω) ëåãêî îáðàáàòûâàåìûé. Ìíîæåñòâî Ω ⊆ OD íàçûâàåòñÿ NP-ïîëíûì, åñëè
Inv(Ω) ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíûì.

3.3. Îò ìíîæåñòâ îïåðàöèé ê àëãåáðàì

Äëÿ âûïîëíåíèÿ òðàíñëÿöèè ìíîæåñòâà îïåðàöèé â àëãåáðû çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîëüíîå
ìíîæåñòâî îïåðàöèé Ω íà çàäàííîì ìíîæåñòâå D ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àëãåáðó G =
(D,Ω).

Îïðåäåëåíèå 10. Àëãåáðà G = (D,Ω) íàçûâàåòñÿ ëåãêî îáðàáàòûâàåìîé, åñëè ìíî-
æåñòâî åå îñíîâíûõ îïåðàöèé Ω ëåãêî îáðàáàòûâàåìîå. Àëãåáðà G = (D,Ω) íàçûâàåòñÿ
NP-ïîëíîé, åñëè Ω ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíûì.

Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíàÿ çàäà÷à òåïåðü ñâåëàñü ê çàäà÷å õàðàêòåðèçàöèè âñåõ ëåãêî
îáðàáàòûâàåìûõ àëãåáð.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ñâÿçûâàþùåå àëãåáðû è ñîîòâåòñòâó-
þùèå ÿçûêè îãðàíè÷åíèé. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, îòîáðàæåíèÿ Inv è Pol ñâÿçàíû ðàâåí-
ñòâîì Inv(Pol(Inv(Ω))) = Inv(Ω), à ýòî ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü ìíîæåñòâî îïåðàöèé Ω äî
ìíîæåñòâà Pol(Inv(Ω)) áåç èçìåíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ èíâàðèàíòíûõ îòíîøåíèé. Ìíîæå-
ñòâî Pol(Inv(Ω)) ñîñòîèò èç âñåõ îïåðàöèé, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ èç âñåõ îïåðàöèé ïðîåêöèè,
ïîëó÷àåìûõ èç ïðîèçâîëüíûõ îïåðàöèé ñóïåðïîçèöèè. Â àëãåáðå òàêîå ìíîæåñòâî îïåðà-
öèé íàçûâàþò êëîíîì îïåðàöèé, à â êîìïüþòåðíûõ íàóêàõ åãî íàçûâàþò ìíîæåñòâîì
òåðìàëüíûõ îïåðàöèé íàä Ω.

Îïðåäåëåíèå 11. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé àëãåáðû G = (D,Ω) îïåðàöèÿ f íà D íàçûâàåòñÿ
òåðìàëüíîé îïåðàöèåé àëãåáðû G, åñëè f ∈ Pol(Inv(Ω)). Ìíîæåñòâî âñåõ òåðìàëüíûõ
îïåðàöèé àëãåáðû G îáîçíà÷àåòñÿ Term(G).

Äâå àëãåáðû, èìåþùèå îäèí è òîò æå íîñèòåëü, íàçûâàþòñÿ òåðìàëüíî ýêâèâàëåíò-
íûìè, åñëè îíè èìåþò îäèíàêîâûå ìíîæåñòâà òåðìàëüíûõ îïåðàöèé. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
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ëþáîé àëãåáðû G = (D,Ω) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Inv(Ω) = Inv(Term(G)) è äâå àëãåáðû
ÿâëÿþòñÿ òåðìàëüíî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè èìåþò îäíî è òî æå ìíîæåñòâî ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ èíâàðèàíòíûõ îòíîøåíèé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëåãêî îáðàáàòûâàåìûå àëãåáðû
ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü ñ òî÷íîñòüþ äî òåðìàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ñïåöèàëüíîãî êëàññà àëãåáð. Ïåðâîå îãðàíè÷åíèå
ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëþáîé óíàðíûé ïîëèìîðôèçì ÿçûêà îãðàíè÷åíèé, ïðèìåíÿåìûé êî
âñåì îòíîøåíèÿì, íå èçìåíÿåò ñëîæíîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü L � ÿçûê îãðàíè÷åíèé íàä D è f � óíàðíàÿ îïåðàöèÿ èç Pol(L).
CSP(L) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî-ñëîæíîñòíî ýêâèâàëåíòíîé CSP(f(L)), ãäå f(L) =
{f(R)|R ∈ L} è f(R) = {f(t)|t ∈ R} [28, 30].

Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäëîæåíèåì 1 ñ óíàðíûì ïîëèìîðôèçìîì f , êîòîðûé èìååò
íàèìåíüøèé âîçìîæíûé ðàíã ñðåäè âñåõ óíàðíûõ ïîëèìîðôèçìîâ èç L, òî ïîëó÷àåòñÿ ÿçûê
îãðàíè÷åíèé f(L), âñå óíàðíûå ïîëèìîðôèçìû êîòîðîãî ñþðúåêòèâíû. Òàêîé ÿçûê íàçû-
âàþò ðåäóöèðóåìûì ÿçûêîì îãðàíè÷åíèé.

Îïðåäåëåíèå 12. Àëãåáðà íàçûâàåòñÿ ñþðúåêòèâíîé, åñëè âñå å¼ òåðìàëüíûå îïåðà-
öèè ñþðúåêòèâíû.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî êîíå÷íàÿ àëãåáðà ñþðúåêòèâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå
å¼ óíàðíûå îïåðàöèè ñþðúåêòèâíû è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîñòàâëÿþò ãðóïïó ïåðåñòàíîâîê. Èç
ýòîãî âûòåêàåò, ÷òî àëãåáðà G = (D,Ω) ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà Inv(Ω) ÿâëÿåòñÿ ðåäóöèðóåìûì ÿçûêîì îãðàíè÷åíèé. Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 1, ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ñþðúåêòèâíûìè àëãåáðàìè.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ íàøèõ öåëåé íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
ñþðúåêòèâíûå àëãåáðû, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâó èäåìïîòåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 13. Îïåðàöèÿ f íà D íàçûâàåòñÿ èäåìïîòåíòíîé, åñëè äëÿ âñåõ x èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî f(x,. . . ,x) = x.

Ïîëíûì èäåìïîòåíòíûì ðåäóêòîì àëãåáðû G = (D,Ω) íàçûâàåòñÿ àëãåáðà G' = (D,
Termid(G)), ãäå Termid(G) ñîñòîèò èç âñåõ èäåìïîòåíòíûõ îïåðàöèé èç Term(G).

Îïåðàöèÿ f íà ìíîæåñòâå D ÿâëÿåòñÿ èäåìïîòåíòîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà
ñîõðàíÿåò âñå îòíîøåíèÿ â ìíîæåñòâå LCON = {{a}|a ∈ D}, ñîñòîÿùèì èç âñåõ óíàðíûõ
îäíîýëåìåíòíûõ îòíîøåíèé íà D. Ñëåäîâàòåëüíî, Inv(Termid(G)) ÿâëÿåòñÿ êëîíîì îòíî-
øåíèé ïîðîæäåííûì ìíîæåñòâîì Inv(Ω) ∪ LCON . Îòñþäà ñëåäóåò òàêàÿ

Òåîðåìà 3. Êîíå÷íàÿ ñþðúåêòèâíàÿ àëãåáðà ëåãêî îáðàáàòûâàåìàÿ òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà å¼ ïîëíûé èäåìïîòåíòíûé ðåäóêò G0 ÿâëÿåòñÿ ëåãêî îáðàáàòûâàåìûì. Àëãåáðà
G ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G0 NP-ïîëíà [24].

Ñâÿæåì òåïåðü ñëîæíîñòü êîíå÷íîé àëãåáðû ñî ñëîæíîñòüþ å¼ ïîäàëãåáð è ãîìîìîðô-
íûõ îáðàçîâ. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ýòèìè ðåçóëüòàòàìè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ñâåäåíèÿ
ïðîáëåìû àíàëèçà ñëîæíîñòè àëãåáðû ê àíàëîãè÷íîé ïðîáëåìå, âêëþ÷àþùåé àëãåáðó ñ
ìåíüøèì íîñèòåëåì. À ýòî ïîçâîëÿåò ñâåñòè ïðîáëåìó àíàëèçà ñëîæíîñòè ÿçûêà îãðàíè÷å-
íèé ê ÿçûêó îãðàíè÷åíèé íàä ìåíüøåé îáëàñòüþ.

Îïðåäåëåíèå 14. Ïóñòü G = (D,Ω) � íåêîòîðàÿ àëãåáðà è B ⊆ D òàêîå, ÷òî äëÿ
ïðîèçâîëüíîé k-àðíîé îïåðàöèè f ∈ Ω è ïðîèçâîëüíûõ b1, . . . , bk ∈ B èìååò ìåñòî âêëþ-
÷åíèå f(b1, . . . , bk) ∈ B. Òîãäà àëãåáðà G1 = (B,Ω|B) íàçûâàåòñÿ ïîäàëãåáðîé àëãåáðû G,
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ãäå Ω|B � îãðàíè÷åíèå îïåðàöèé èç Ω íà ìíîæåñòâî B. Åñëè D ̸= B, òî G1 íàçûâàåòñÿ
ñîáñòâåííîé ïîäàëãåáðîé àëãåáðû G.

Ïóñòü G1 = (D1,Ω1) è D2 = (D2,Ω2) äâå îäíîòèïíûå àëãåáðû. Îòîáðàæåíèå γ : G1 →
G2 íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, àëãåáðû G1 â G2, åñëè äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, . . . , |Ω1| âûïîë-
íÿåòñÿ ðàâåíñòâî

γ(f1
i (a1, . . . , ak)) = f2

i (γ(a1), . . . , γ(ak)),

ãäå f1
i ∈ Ω1, f

2
i ∈ Ω2 � ñîîòâåòñòâóþùèå k-àðíûå îïåðàöèè.

Åñëè γ ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì, òî àëãåáðà G2 íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðô-
íûì îáðàçîì àëãåáðû G1.

Ãîìîìîðôíûé îáðàç ïîäàëãåáðû íåêîòîðîé àëãåáðû G íàçûâàåòñÿ ôàêòîðîì àëãåáðû

G.

Òåîðåìà 4. Åñëè G ÿâëÿåòñÿ ëåãêî îáðàáàòûâàåìîé êîíå÷íîé àëãåáðîé, òî òàêèì áó-
äåò è êàæäûé å¼ ôàêòîð. Åñëè G èìååò õîòÿ áû îäèí NP-ïîëíûé ôàêòîð, òî G NP-ïîëíà
[24].

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèÿõ íåîáõîäèìî óñòàíàâëèâàòü íå òîëü-
êî êëàññ ñëîæíîñòè CSP äëÿ íåêîòîðîãî ÿçûêà îãðàíè÷åíèé, íî è íàõîäèòü ñàìè ðåøåíèÿ
ýòîé ïðîáëåìû. Â ÷àñòíîñòè, òàêàÿ ñèòóàöèÿ íàáëþäàåòñÿ â îáëàñòè ÷èñëîâûõ îãðàíè÷åíèé.

4. ×èñëîâûå îãðàíè÷åíèÿ è èõ êëàññèôèêàöèÿ

Åñëè îáëàñòü, íàä êîòîðîé ðàññìàòðèâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâîé, òî òàêèå
îãðàíè÷åíèÿ íàçûâàþòñÿ ÷èñëîâûìè.

Â òåîðèè ÷èñëîâûõ îãðàíè÷åíèé ÷èñëîâîé îáëàñòüþ O íàçûâàþò îäíó èç òàêèõ îáëà-
ñòåé:

D � ïîëå äåéñòâèòåëüíûé ÷èñåë;

Q � ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë;

Fp � ïîëå âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà p;

Z � êîëüöî öåëûõ ÷èñåë;

Zm � êîëüöî âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ñîñòàâíîãî ÷èñëà m;

N � êîììóòàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë;

{0, 1} � äâóõýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî, íàçûâàåìîå áóëåâñêèì.
Åñëè ìíîæåñòâî O åñòü îäíèì èç òàêèõ ìíîæåñòâ: Z, N , Zm, Fp èëè {0, 1}, òî ìíîæåñòâî

O â òàêîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé îáëàñòüþ. À åñëè ìíîæåñòâî O ÿâëÿåòñÿ ïîëåì
D èëè Q, òî ìíîæåñòâî O íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé îáëàñòüþ.

Ñèìâîëîì F äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü îäíî èç ïîëåé D,Q, Fp, à ñèìâîëîì O èëè O ñ
èíäåêñîì � îäíó èç ÷èñëîâûõ îáëàñòåé.

Îïðåäåëåíèå 15. ×èñëîâîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå f : O1× . . .×On →
O, ãäå O,Oi � ÷èñëîâûå îáëàñòè, i = 1, 2, . . . , n.

Â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿ-
þòñÿ ëèíåéíûìè ÷èñëîâûìè ôóíêöèÿìè

f(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1
cixi, ci ∈ O,
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è ïîëèíîìàìè

P (x1, . . . , xn) =
∑

(i1,...,in)∈Nn,i1+...+in=k

ci1...inx
i1
1 . . . xinn ,

ãäå ci1...in ∈ O, k ∈ N ,

Îïðåäåëåíèå 16. ×èñëîâûì îãðàíè÷åíèåì íàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî (=), íåðàâåí-
ñòâî (≤, <,≥, >) èëè îòðèöàíèå ðàâåíñòâà (̸=) ìåæäó äâóìÿ ÷èñëîâûìè ôóíêöèÿìè.

Êëàññèôèêàöèÿ ÷èñëîâûõ îãðàíè÷åíèé âûïîëíÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ âèäîì èõ

� ÷èñëîâûõ ôóíêöèé (ëèíåéíûå èëè íåëèíåéíûå) è

� ÷èñëîâûõ îáëàñòåé, â êîòîðûõ èùóòñÿ ðåøåíèÿ ýòèõ îãðàíè÷åíèé (íåïðåðûâíûå D,Q
èëè äèñêðåòíûå Z,N , Fp, Zm, {0, 1}).

×èñëîâûå îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ íàä äèñêðåòíûìè ÷èñëîâûìè îáëà-
ñòÿìè, íàçûâàþòñÿ äèîôàíòîâûìè.

Äàëüøå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ è ñèñòåìû òàêèõ îãðàíè-
÷åíèé.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå îòíîøåíèÿ
îãðàíè÷åíèé èìåþò îäèíàêîâóþ àðíîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äâà îòíîøåíèÿ R è R1 èìå-
þò àðíîñòè m è n, ãäå m > n, òî â ðåøåíèè ýòèõ îãðàíè÷åíèé äëÿ âòîðîãî îòíîøåíèÿ
ïîñëåäíèå m− n êîîðäèíàò èãíîðèðóþòñÿ.

Ñðåäè ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé (ÑËÎÓ) (ò. å.
îòíîøåíèÿ Ri ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè îäíîðîäíûìè óðàâíåíèÿìè) çàíèìàþò îñîáîå ìåñòî.
Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ê ìåòîäàì ðåøåíèÿ òàêèõ ñèñòåì ñâîäÿòñÿ ñèñòå-
ìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé (ÑËÎÓ), ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé
(ÑËÍÓ), ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ íåðàâåíñòâ (ÑËÎÍ) è ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåîäíî-
ðîäíûõ íåðàâåíñòâ (ÑËÍÍ).

Ïóñòü

S =


L1(x) = a11x1 + . . . + a1qxq = 0,
L2(x) = a21x1 + . . . + a2qxq = 0,
... ... ... ... ... ... ... ... ...
Ls(x) = as1x1 + . . . + asqxq = 0

(1)

� ÑËÎÓ íàä ïîëåì F è e1 = (1, 0, . . . , 0, 0), e2 = (0, 1, . . . , 0, 0), . . . . . . , eq = (0, 0, . . . , 0, 1) �
åäèíè÷íûå âåêòîðû èç ìíîæåñòâà F q, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ âåêòîðàìè êàíîíè÷åñêîãî

áàçèñà ìíîæåñòâà F q.

ÏóñòüM � ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû S. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà S îäíîðîäíàÿ, òî íóëåâîé
âåêòîð âñåãäà áóäåò åå ðåøåíèåì. Ýòî ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì, à ëþáîå ðåøåíèå
ñèñòåìû S, îòëè÷íîå îò íóëåâîãî, íàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíûì ðåøåíèåì.

ÑËÎÓ S áóäåì íàçûâàòü íåñîâìåñòíîé (à ñîîòâåòñòâóþùåå åé ìíîæåñòâî îòíîøåíèé
îãðàíè÷åíèÿ ïðîòèâîðå÷èâûì), åñëè ìíîæåñòâî M ñîñòîèò òîëüêî èç òðèâèàëüíîãî ðåøå-
íèÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíà áóäåò íàçûâàòüñÿ ñîâìåñòíîé.

Ìíîæåñòâî B ⊆ M ðåøåíèé ñèñòåìû S íàçûâàåòñÿ áàçèñîì M , åñëè ïðîèçâîëüíîå
ðåøåíèå èçM åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ðåøåíèé
èç ìíîæåñòâà B.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøèòü ÑËÎÓ îçíà÷àåò ïîñòðîèòü áàçèñ ìíîæåñòâà åå ðåøåíèé. Èçâåñò-
íî, ÷òî äëÿ ñîâìåñòíîé ÑËÎÓ áàçèñ ìíîæåñòâà åå ðåøåíèé âñåãäà ñóùåñòâóåò, îí êîíå÷åí
è ñóùåñòâóþò àëãîðèòìû åãî âû÷èñëåíèÿ [17].
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Ðàññìîòðèì ÑËÍÓ Ax = b âèäà
a11x1 + . . . + a1qxq = b1,
a21x1 + . . . + a2qxq = b2,
... ... ... ... ... ... ...

as1x1 + . . . + asqxq = bs.

(2)

ÑËÎÓ, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ýòîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïóòåì çàìåíû â íåé
ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ íóëÿìè, íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåííîé ÑËÎÓ äëÿ ñèñòåìû Ax = b.

Ìåæäó ðåøåíèÿìè ÑËÍÓ è ïðèâåäåííîé ÑËÎÓ ñóùåñòâóåò ñâÿçü, êîòîðàÿ âûòåêàåò èç
òàêîé ïðîñòîé òåîðåìû.

Òåîðåìà 5. à) Ñóììà ïðîèçâîëüíîãî ðåøåíèÿ x1 ÑËÍÓ Ax = b è ëþáîãî ðåøåíèÿ x2
ïðèâåäåííîé ÑËÎÓ Ax = 0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ÑËÍÓ Ax = b.

á) Ðàçíèöà x1 − x2 ëþáûõ äâóõ ðåøåíèé x1 è x2 ÑËÍÓ Ax = b ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
ïðèâåäåííîé ÑËÎÓ Ax = 0.

â) Îáùåå ðåøåíèå ÑËÍÓ Ax = b ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

x = y + x0, (3)

ãäå x0 � îáùåå ðåøåíèå ïðèâåäåííîé ÑËÎÓ, à y � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ÑËÍÓ Ax = b.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Èç óñëîâèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî Ax1 = b è Ax2 = 0. Òîãäà

A(x1 + x2) = Ax1 +Ax2 = b+ 0 = b,

íî ýòî çíà÷èò, ÷òî x1 + x2 � ðåøåíèå ÑËÍÓ Ax = b.

á) Â ñèëó ðàâåíñòâ Ax1 = b è Ax2 = b èìååì

A(x1 − x2) = Ax1 −Ax2 = b− b = 0,

íî ýòî çíà÷èò, ÷òî x1 − x2 � ðåøåíèå ïðèâåäåííîé ÑËÎÓ Ax = 0 äëÿ Ax = b.

â) Â ñèëó ïóíêòà à) ïðîèçâîëüíûé âåêòîð x, êîòîðûé èìååò âèä x = y + x0, ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì ÑËÍÓ Ax = b. Ïóñòü x � ëþáîå ðåøåíèå ÑËÍÓ Ax = b. Òîãäà, íà îñíîâå ïóíêòà
á), âåêòîð x−y = x0 � ðåøåíèå ïðèâåäåííîé ÑËÎÓ Ax = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð x = y+x0
ïðèíàäëåæèò ê ìíîæåñòâó ðåøåíèé, êîòîðûå èìåþò âèä (3). �2

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ïðîöåññ ðåøåíèÿ ïðîèçâîëüíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé èëè íåðàâåíñòâ ìîæåò áûòü ñâåäåí ê ïðîöåññó ðåøåíèÿ ÑËÎÓ, ÷åì è îáúÿñíÿ-
åòñÿ îñîáåííîñòü ýòèõ ñèñòåì â òåîðèè ÷èñëîâûõ îãðàíè÷åíèé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äàíî
ÑËÍÓ (2), ãäå b1, . . . , bs ∈ F � ñâîáîäíûå ÷ëåíû è êîýôôèöèåíòû aij ∈ F , òî ââåäåì íîâîå
äîïîëíèòåëüíîå íåèçâåñòíîå x0 è ðåäóöèðóåì ñèñòåìó (2) ê òàêîìó âèäó:

−b1x0 + a11x1 + . . . + a1qxq = 0,
−b2x0 + a21x1 + . . . + a2qxq = 0,
... ... ... ... ... ... ... ... ...

−bsx0 + as1x1 + . . . + asqxq = 0.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî êîãäà ìíîæåñòâî M ðåøåíèé ýòîé ÑËÎÓ íå âêëþ÷àåò íè îäíîãî
ðåøåíèÿ, ó êîòîðîãî ïåðâàÿ êîîðäèíàòà ðàâíà 1, òî ÑËÍÓ (2) íåñîâìåñòíà. À ïðîâåðêà
íåñîâìåñòíîñòè ÑËÍÓ âûòåêàåò èç òàêîé òåîðåìû [52].

2Çíàê � îçíà÷àåò êîíåö äîêàçàòåëüñòâà

114         International Journal “Information Theories and Applications”, Vol. 23, Number 2, © 2016 
______________________________________________________________________________



Òåîðåìà 6. Ñèñòåìà A · x = b íåñîâìåñòíà íàä F q òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùå-
ñòâóåò âåêòîð v ∈ F s òàêîé, ÷òî vA = 0 è (v, bT ) ̸= 0, ãäå (v, bT ) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
âåêòîðîâ v è bT , à bT � âåêòîð-ñòðîêà ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ñèñòåìû.

Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ ïðîâåðêè íåñîâìåñòíîñòè ÑËÍÓ A ·x = b íåîáõîäèìî íàéòè ðåøåíèÿ
ÑËÎÓ AT · x = 0, à ïîòîì ïðîâåðèòü íàëè÷èå õîòÿ áû îäíîãî ðåøåíèÿ, íåîðòîãîíàëüíîãî
âåêòîðó bT , ãäå AT � ìàòðèöà, òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê ìàòðèöå A.

Åñëè äàíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ
a11x1 + . . . + a1qxq ≥ b1,
... ... ... ... ... ... ...

ai1x1 + . . . + aiqxq ≤ bi,
... ... ... ... ... ... ...

as1x1 + . . . + asqxq > bs,

òî, ââîäÿ íîâûå äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå xq+1, xq+2, . . . , xq+s òàê, ÷òîáû xq+1 ≥
0, . . . , xq+i ≤ 0, . . . , xq+s > 0, ìîæåì çàïèñàòü ýòó ñèñòåìó íåðàâåíñòâ â âèäå ñèñòåìû íåîä-
íîðîäíûõ óðàâíåíèé: 

a11x1 + . . . + a1qxq − xq+1 = b1,
... ... ... ... ... ... ...

ai1x1 + . . . + aiqxq + xq+i = bi,
... ... ... ... ... ... ... ... ...

as1x1 + . . . + asqxq − xq+s = bs.

Îò ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðåõîäèì ê ÑËÎÓ îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì. Ñëåäóåò çàìå-
òèòü, ÷òî â ñëó÷àå òàêîãî ïåðåõîäà â ñâÿçè ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà íåèçâåñòíûõ óâåëè÷èâàåòñÿ
ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû, ÷òî íåãàòèâíî ñêàçûâàåòñÿ íà ýôôåêòèâíîñòè âû÷èñëåíèé.

Äàëåå îñíîâíîå âíèìàíèå áóäåò óäåëÿòüñÿ ìåòîäàì ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ îäíîðîä-
íûõ óðàâíåíèé.

5. ßçûê ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé íàä ïîëåì D

Îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ. Ïóñòü äàíî ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (ËÎÓ)

a1x1 + a2x2 + . . .+ aqxq = 0, (4)

ãäå ai ∈ D, i = 1, 2, . . . , q.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî a1 ̸= 0, òîãäà êîìáèíèðóÿ ýòîò êîýôôèöè-
åíò ñ îñòàëüíûìè ïîñòðîèì òàêîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ:

s1 = (a2,−a1, 0, 0, . . . , 0, 0), s2 = (a3, 0,−a1, 0, . . . , 0, 0), . . . ,

sq−2 = (aq−1, 0, 0, 0, . . . ,−a1, 0), sq−1 = (aq, 0, 0, 0, . . . , 0,−a1).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñòðîåííûå âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ðåøåíèÿìè óðàâ-
íåíèÿ (4). Åñëè íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû â ËÎÓ ðàâíû íóëþ, òî ýòî ìíîæåñòâî âåêòî-
ðîâ ïîïîëíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåêòîðàìè êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà. Ïîëó÷åííîå òàêèì
ñïîñîáîì ìíîæåñòâî ðåøåíèé áóäåì íàçûâàòü TSS (TSS îò àíãëèéñêîãî Truncated Set of
Solutions).
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Ëåììà 1. TSS ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (4). Ñëîæíîñòü
ïîñòðîåíèÿ TSS ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå q2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü s = (b1, b2, . . . , bq) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå (4), òîãäà

s+ b2
a1
s1 +

b3
a1
s2 + . . .+

bq
a1
sq−1 = (b1 +

a2b2+a3b3+...+aqbq
a1

, 0, 0, . . . , 0) =

= (
a1b1+a2b2+a3b3+...+aqbq

a1
, 0, 0, . . . , 0) = (0, 0, . . . , 0)

â ñèëó òîãî, ÷òî s � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4). Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

s = − b2
a1
s1 − b3

a1
s2 − . . .− bq

a1
sq−1,

à ýòî, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè s îçíà÷àåò, ÷òî TSS � áàçèñ ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé (4).

Ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ îäíîé êîìáèíàöèè òðåáóåò q øàãîâ, à âñåõ òàêèõ âåêòîðîâ q− 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ âñåãî TSS O(q2). �

Ïðèìåð 2. Íàéòè áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ËÎÓ 1, 2x1 + 1, 5x2 + 0, 7x3 + 0, 4x4 = 0.

Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî äîêàçàííîìó âûøå, ýòîò áàçèñ ñîñòàâëÿþò âåêòîðû

s1 = (1, 5;−1, 2; 0; 0), s2 = (0, 7; 0;−1, 2; 0), s3 = (0, 4; 0; 0;−1, 2).

Íàïðèìåð, ðåøåíèå s = (4,−1, 1,−10) â ýòîì áàçèñå èìååò ïðåäñòàâëåíèå s = 1
1,2

s1 − 1
1,2

s2 + 10
1,2

s3. ♠

5.1. Ñèñòåìû óðàâíåíèé

Ñèñòåìû îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé. Ïóñòü äàíà ÑËÎÓ S âèäà (1). Ðàññìîòðèì ìíî-
æåñòâî âåêòîðîâ êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà M ′

0 = {e1, . . . , en} è ïåðâîå óðàâíåíèå L1(x) =
a11x1+a12x2+ . . .+a1qxn = 0 ñèñòåìû S. Ïîñòðîèì áàçèñ B1 = {e1, . . . , em} ìíîæåñòâà âñåõ
ðåøåíèé ýòîãî ËÎÓ îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì. Âîçüìåì ôóíêöèþ L2(x) = a21x1+. . .+a2qxq
è ðàññìîòðèì ËÎÓ âèäà

L2(e1)y1 + L2(e2)y2 + . . .+ L2(em)ym = 0. (5)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè âñå L2(ei) = 0, òî óðàâíåíèå L2(x) ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç L1(x) è åãî
ìîæíî óäàëèòü èç ÑËÎÓ S. Ïîýòîìó áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå óðàâíåíèÿ â S ëèíåéíî
íåçàâèñèìû.

Íàéäåì áàçèñ B′ = {r1, r2, . . . , rm−1} ìíîæåñòâà ðåøåíèé ËÎÓ (5) è ïîñòðîèì ïî
âåêòîðàì èç B′ ñîîòâåòñòâóþùèå êîìáèíàöèè âåêòîðîâ èç B1. Îáîçíà÷èì ýòî ìíîæåñòâî
M = {s1, s2, . . . , sm−1}.

Ëåììà 2. Ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÑËÎÓ

S1 =

{
L1(x) = a11x1 + . . . + a1qxq = 0,
L2(x) = a21x1 + . . . + a2qxq = 0.

(6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ýëåìåíòû èç M ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ÑËÎÓ S1.
Ïóñòü x = (x1, . . . , xq) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ÑËÎÓ (6), òîãäà â ñèëó ëåììû 1

x = d1e1 + . . .+ dmem,

ãäå ei ∈ B1, i = 1, . . . ,m. Ïîäñòàâëÿÿ x â L2(x), ïîëó÷àåì ËÎÓ

d1L2(e1) + . . .+ dmL2(em) = c1d1 + . . .+ cmdm = 0, (7)

ò. å. âåêòîð (d1, d2, . . . , dm) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ËÎÓ (7) è, ñëåäîâàòåëüíî, îí ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ èç B′:

116         International Journal “Information Theories and Applications”, Vol. 23, Number 2, © 2016 
______________________________________________________________________________



(d1, . . . , dm) = f1r1 + . . .+ fm−1rm−1.

Íî òîãäà

x = d1e1 + . . .+ dmem = f ′
1s1 + . . .+ f ′

m−1sm−1,

à ýòî çíà÷èò, ÷òî x ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ èç M . Â ñèëó
ïðîèçâîëüíîñòè âåêòîðà x ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû. �

Òåîðåìà 7. Ïóñòü M � TSS, ïîñòðîåííîå îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì äëÿ ÑËÎÓ S âèäà
(1), òîãäà M ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé ýòîé ÑËÎÓ.

Ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå sq2, ãäå s � ÷èñëî óðàâíåíèé,
à q � êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ â CËÎÓ.

Äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî ÷èñëó k óðàâíåíèé â ÑËÎÓ S.

Áàçèñ èíäóêöèè (k = 2) èìååò ìåñòî â ñèëó ëåììû 2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà âåðíà äëÿ âñåõ k < s. Òîãäà TSS ðåøåíèé ÑËÎÓ S′, ñî-
ñòîÿùåé èç ïåðâûõ s − 1 óðàâíåíèé, â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì
ìíîæåñòâà ðåøåíèé S′.

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿì, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü ïðè
äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2, ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû. Îöåíêà âðåìåí-
íîé ñëîæíîñòè, ïðèâåäåííàÿ â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû, î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò èç
ïîñòðîåíèé TSS è ëåììû 1. �

Ïðèìåð 3. Íàéòè áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÑËÎÓ

S =

 2, 1x1 + 1, 1x2 + 0x3 + x4 + 2, 3x5 = 0,
0, 5x1 + 0, 2x2 + 1x3 + 0x4 − 1, 3x5 = 0,
0, 1x1 + 0x2 + 2, 5x3 + 2x4 + 0x5 = 0.

Ðåøåíèå. Áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ïåðâîãî ËÎÓ ýòîé ñèñòåìû:

s1 = (1, 1;−2, 1; 0; 0; 0), s2 = (0; 0; 1; 0; 0), s3 = (1; 0; 0;−2, 1; 0), s4 = (2, 3; 0; 0; 0;−2, 1).

Íàõîäèì L2(s1) = 0, 13, L2(s2) = 1, L2(s3) = 0, 5, L2(s4) = 3, 88 è ñòðîèì ËÎÓ 0, 13y1+1y2+0, 5y3+3, 88y4 = 0. Áàçèñ
ìíîæåñòâà ðåøåíèé ýòîãî ËÎÓ ñîñòîèò èç âåêòîðîâ r1 = (1;−0, 13; 0; 0), r2 = (0, 5; 0;−0, 13; 0), r3 = (3, 88; 0; 0;−0, 13).
Ïîëó÷àåì âåêòîðû ìíîæåñòâà ðåøåíèé äëÿ ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé èç S, ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðàì r1, r2, r3:

s′1 = s1 − 0, 13s2 = (1, 1;−2, 1;−0, 13; 0; 0),

s′2 = 0, 5s1 − 0, 13s3 = (0, 42;−1, 05; 0; 0, 273; 0),

s′3 = 3, 88s1 − 0, 13s4 = (3, 969;−8, 148; 0; 0; 0, 273).

Íàõîäèì çíà÷åíèÿ L3(s′1) = −0, 215, L3(s′2) = 0, 588, L3(s′3) = 0, 3969, ñòðîèì ËÎÓ 0, 215y1 + 0, 588y2 + 0, 3969y3 = 0

è ïîëó÷àåì åãî ðåøåíèÿ: r′1 = (0, 588; 0, 215; 0), r′2 = (0, 3969; 0; 0, 215). Ñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåêòîðû áàçèñà

ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÑËÎÓ S:

m1 = 0, 588s′1 + 0, 215s′2 = (0, 7371;−1, 46055;−0, 7644; 0, 058695; 0),

m2 = 0, 3969s′1 + 0, 215s′3 = (1, 289925;−2, 58531;−0, 051597; 0; 0, 058695). ♠

Ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé. Ïóñòü äàíî ÑËÍÓ âèäà (2). Èìåÿ â ðàñïîðÿ-
æåíèè ìåòîä ðåøåíèÿ ÑËÎÓ, ïðåîáðàçóåì ÑËÍÓ (2) ê âèäó

S′ =


L1(x) = a11x1 + . . . + a1qxq − b1x0 = 0,
L2(x) = a21x1 + . . . + a2qxq − b2x0 = 0,
... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

Ls(x) = as1x1 + . . . + asqxq − bsx0 = 0.

(8)

Ïóñòü B = {s1, s2, . . . , sm} � áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÑËÎÓ (8). Ðàçäåëèì ìíîæåñòâî B
íà äâà ïîäìíîæåñòâà
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B0 = {si ∈ B : si = (di1, di2, . . . , diq, 0},
B1 = {sj ∈ B : sj = (dj1, dj2, . . . , djq, d},

ãäå d ̸= 0. Åñëè â ìíîæåñòâå B1 íåò âåêòîðà, ó êîòîðîãî d = 1, òî ðàçäåëèì âñå êîîðäèíàòû
âåêòîðà sj ∈ B1 íà ÷èñëî d. Ïîëó÷èì âåêòîð s′j = (

dj1
d ,

dj2
d , . . . ,

djq
d , 1). Òîãäà îáùåå ðåøåíèå

ÑËÍÓ (2) ïðèíèìàåò âèä

x = s′′j + c1s
′
i1 + . . .+ crs

′
ir,

ãäå s′′j = (
dj1
d ,

dj2
d , . . . ,

djq
d ) � ÷àñòíîå ðåøåíèå ÑËÍÓ (2), à s′ik = (di1, di2, . . . , diq) ïîëó÷àþòñÿ

èç âåêòîðîâ ìíîæåñòâà B0 ïóòåì îòáðàñûâàíèÿ ïîñëåäíåé êîîðäèíàòû.

Äåéñòâèòåëüíî, ìíîæåñòâî B0 ñîñòàâëÿþò âåêòîðû, ÿâëÿþùèåñÿ áàçèñîì ìíîæåñòâà
âñåõ ðåøåíèé ïðèâåäåííîé ÑËÎÓ äëÿ ÑËÍÓ (2) â ñèëó òåîðåìû 7. À âåêòîðû èç ìíîæåñòâà
B1 � ýòî ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ýòîé ÑËÍÓ. Ïî ëþáîìó èç âåêòîðîâ ýòîãî ìíîæåñòâà â ñëó÷àå
íåîáõîäèìîñòè ñòðîèì âåêòîð s′′j . Îäíàêî ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå íà ïîðÿäîê ïîñòðîåíèÿ
âåêòîðîâ ìíîæåñòâà B. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå.

Ïðèìåð 4. Ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé ÑËÍÓ

S′ =

 L′
1(x) = − 3x − 4y + 5z − 6u = 2,

L′
2(x) = 2x + 3y − 2z + u = −1,

L′
3(x) = x − y − z + 2u = 1.

Ðåøåíèå. ÑËÎÓ S äëÿ ñèñòåìû S′ ïðèíèìàåò âèä:

S =

 L1(x) = − 3x − 4y + 5z − 6u − 2x0 = 0,
L2(x) = 2x + 3y − 2z + u + x0 = 0,
L3(x) = x − y − z + 2u − x0 = 0.

Ñòðîèì áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÑËÎÓ S âûøåïðèâåäåííûì ìåòîäîì. Äëÿ ïåðâîãî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû TSS
ñîñòîèò èç òàêèõ âåêòîðîâ:

s1 = (−4, 3, 0, 0, 0), s2 = (5, 0, 3, 0, 0), s3 = (−2, 0, 0, 1, 0), s4 = (−2, 0, 0, 0, 3).

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûå òðè âåêòîðû ñîñòàâëÿþò áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ËÎÓ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïåðâîìó óðàâíåíèþ
ñèñòåìû S′, à ïîñëåäíèé âåêòîð, ïðåîáðàçîâàííûé ê âèäó (− 2

3
, 0, 0, 0, 1) � ÷àñòíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ. Åñëè

óïîðÿäî÷èâàòü âåêòîðû-ðåøåíèÿ ÑËÎÓ S íà êàæäîì øàãå âû÷èñëåíèé òàê, ÷òîáû â íà÷àëå ñòîÿëè âåêòîðû-ðåøåíèÿ
ïðèâåäåííîé ÑËÎÓ äëÿ S′, òî ýòî ñðàçó ïðèâîäèò ê áàçèñó ìíîæåñòâà ðåøåíèé áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ïîñòðîåííûõ âåêòîðîâ.

Ñëåäóÿ ýòîìó ïîðÿäêó, íàõîäèì çíà÷åíèÿ L2(x) íà âåêòîðàõ s1, s2, s3, s4: 1,4,-3,-1, îòêóäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
w1+4w2−3w3−w4 = 0. Ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ èìåþò âèä (4,−1, 0, 0), (−3, 0,−1, 0) (−1, 0, 0,−1), à ýòèì ðåøåíèÿì
ñîîòâåòñòâóþò òàêèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé (ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà èõ ÍÎÄ êîîðäèíàò):

s′1 = 4s1 − s2 = (−7, 4,−1, 0, 0),

s′2 = −3s1 − s3 = (14,−9, 0,−1, 0),

s′3 = −s1 − s4 = (2,−1, 0, 0,−1).

Çíà÷åíèÿ L3(x) íà ýòèõ âåêòîðàõ ðàâíû −10, 21, 4, îòêóäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå −10w1 + 21w2 + 4w3 = 0. Ðåøåíèÿ
ýòîãî óðàâíåíèÿ èìåþò âèä (21, 10, 0), (4, 0, 10), à ýòèì ðåøåíèÿì ñîîòâåòñòâóþò òàêèå ðåøåíèÿ âñåé ñèñòåìû (ïîñëå
ñîêðàùåíèÿ íà -1 � ÍÎÄ èõ êîîðäèíàò):

(7, 6, 21, 10, 0), (4,−3, 2, 0, 5).

Òàêèì îáðàçîì, áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÑËÍÓ ñîñòîèò èç âåêòîðîâ B0 = {s1 = (7, 6, 21, 10, 0)} è B1 = {s2 =
(4,−3, 2, 0, 5)}. Òîãäà s′′2 = ( 4

5
,− 3

5
, 2
5
, 0) � ÷àñòíîå ðåøåíèå ÑËÍÓ. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

x = s′′2 + cs′1,

ãäå c ∈ D � ïðîèçâîëüíîå, à s′1 = (7, 6, 21, 10). ♠

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ïðè ïîñòðîåíèè áàçèñà ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíå-
íèé íå èñïîëüçóåòñÿ îïåðàöèÿ äåëåíèÿ, òî êîãäà êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ öåëûìè
÷èñëàìè, òî è áàçèñíûå ðåøåíèÿ áóäóò öåëî÷èñëåííûìè. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó áàçèñíûå
ðåøåíèÿ ñîñòàâëÿþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé, òî îòñþäà ñëåäóåò ëèíåéíàÿ íåçà-
âèñèìîñòü âåêòîðîâ èç TSS.
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5.2. Ñèñòåìû íåðàâåíñòâ

Ñèñòåìû îäíîðîäíûõ íåðàâåíñòâ. Ðàññìîòðèì ÑËÎÍ

S′ =


L′
1(x) = a11x1 + . . . + a1qxq ≥ 0,

L′
2(x) = a21x1 + . . . + a2qxq ≥ 0,
... ... ... ... ... ... ... ... ...

L′
s(x) = as1x1 + . . . + asqxq ≥ 0.

(9)

Ïðåîáðàçóåì ýòó ñèñòåìó ê ÑËÎÓ, ââîäÿ s äîïîëíèòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ:

S =


L1(x) = a11x1 + . . . + a1qxq − y1 = 0,
L2(x) = a21x1 + . . . + a2qxq − y2 = 0,
... ... ... ... ... ... ... ... ...

Ls(x) = as1x1 + . . . + asqxq − ys = 0.

Ïîñòðîèì áàçèñ B ìíîæåñòâà ðåøåíèé ýòîé ÑËÎÓ ñëåäóÿ ïîðÿäêó ãåíåðàöèè, îïðå-
äåëåííîìó âûøå, è ðàçäåëèì ýòî ìíîæåñòâî íà äâà ïîäìíîæåñòâà B0 = {s1, . . . , sk} è
B1 = {r1, . . . , rm}, ãäå â ïåðâîå ìíîæåñòâî âêëþ÷àþòñÿ âåêòîðû, ïîñëåäíèå s êîîðäèíàò
êîòîðûõ ðàâíû 0, à âî âòîðîå ìíîæåñòâî âêëþ÷àþòñÿ âåêòîðû, ïîñëåäíèå s êîîðäèíàò
êîòîðûõ íåîòðèöàòåëüíû. Îòáðàñûâàÿ â âåêòîðàõ ìíîæåñòâ B0 è B1 ïîñëåäíèå s êîîðäèíàò,
ïîëó÷àåì áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé èñõîäíîé ÑËÎÍ.

Ïðèìåð 5. Ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé ÑËÎÍ

S′ =

 L′
1(x) = − 3x − 4y + 5z − 6u ≥ 0,

L′
2(x) = 2x + 3y − 2z + u ≥ 0,

L′
3(x) = x − y − z + 2u ≥ 0.

Ðåøåíèå. ÑËÎÓ S äëÿ ñèñòåìû S′ ïðèíèìàåò âèä:

S′ =

 L1(x) = − 3x − 4y + 5z − 6u − y1 + 0 + 0 = 0,
L2(x) = 2x + 3y − 2z + u + 0 − y2 + 0 = 0,
L3(x) = x − y − z + 2u + 0 + 0 − y3 = 0.

Ñòðîèì áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÑËÎÓ S′ âûøåïðèâåäåííûì ìåòîäîì. Äëÿ ïåðâîãî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû TSS
ñîñòîèò èç òàêèõ âåêòîðîâ:

(−4, 3, 0, 0, 0, 0, 0), (5, 0, 3, 0, 0, 0, 0), (−6, 0, 0, 3, 0, 0, 0),

(−1, 0, 0, 0, 3, 0, 0), (0, 0, 0, 0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 0, 0, 0, 1).

Ïåðâûå òðè âåêòîðû ñîñòàâëÿþò áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ËÎÓ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïåðâîìó íåðàâåíñòâó ñèñòåìû S,
à ïîñëåäíèå òðè � ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ýòîé ñèñòåìû.

Ñëåäóÿ âûøåóñòàíîâëåííîìó ïîðÿäêó ðåøåíèé, íàõîäèì çíà÷åíèÿ L2(x) íà ýòèõ âåêòîðàõ ðàâíû 1,4,-9,-2,-1,0,
îòêóäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå w1 + 4w2 − 9w3 − 2w4 −w5 + 0w6 = 0. Ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ èìåþò âèä (4,-1,0,0,0,0),
(9,0,1,0,0,0), (2,0,0,1,0,0), (1,0,0,0,1,0), (0,0,0,0,0,1), à ýòèì ðåøåíèÿì ñîîòâåòñòâóþò òàêèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïåðâûõ
äâóõ óðàâíåíèé (ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà èõ ÍÎÄ):

(−7, 4,−1, 0, 0, 0, 0), (14,−9, 0,−1, 0, 0, 0), (−3, 2, 0, 0, 1, 0, 0),

(−4, 3, 0, 0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 0, 0, 0, 1).

Çíà÷åíèÿ L3(x) íà ýòèõ âåêòîðàõ ðàâíû −10, 21,−5,−7,−1, îòêóäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå −10w1 +21w2 − 5w3 − 7w4 −
w5 = 0. Ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ èìåþò âèä (21,10,0,0,0), (-1,0,2,0,0), (-7,0,0,10,0), (-1,0,0,0,10), à èì ñîîòâåòñòâóþò
òàêèå ðåøåíèÿ

(−7,−6,−21,−10, 0, 0, 0), (1, 0, 1, 0, 2, 0, 0), (9, 2, 7, 0, 0, 10, 0), (7,−4, 1, 0, 0, 0, 10).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

B0 = {(7, 6, 21, 10, 0, 0, 0)},
B1 = {(1, 0, 1, 0, 2, 0, 0), (9, 2, 7, 0, 0, 10, 0), (7,−4, 1, 0, 0, 0, 10)},
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à îòñþäà áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé âñåé ñèñòåìû:

(−7,−6,−21,−10), (1, 0, 1, 0), (9, 2, 7, 0), (7,−4, 1, 0). ♠

Ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ íåðàâåíñòâ (ÑËÍÍ) ñâîäÿòñÿ ê ÑËÎÓ ïóòåì ââåäåíèÿ
s + 1 äîïîëíèòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ, ãäå s � êîëè÷åñòâî íåðàâåíñòâ â ÑËÍÍ. Ïóñòü èìååì
ÑËÍÍ

S =


L′
1(x) = a11x1 + . . . + a1qxq ≥ b1,

L′
2(x) = a21x1 + . . . + a2qxq ≥ b2,
... ... ... ... ... ... ... ... ...

L′
s(x) = as1x1 + . . . + asqxq ≥ bs.

Ýòîé ÑËÍÍ ñîîòâåòñòâóåò ÑËÎÓ âèäà

S′ =


L′
1(x) = a11x1 + . . . + a1qxq − y1 − b1x0 = 0,

L′
2(x) = a21x1 + . . . + a2qxq − y2 − b2x0 = 0,
... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

L′
s(x) = as1x1 + . . . + asqxq − ys − bsx0 = 0.

Ïîñòðîèì áàçèñ B ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÑËÎÓ S èñõîäÿ èç ñèñòåìû S′, è åãî ïîäìíîæå-
ñòâà B0 è B1. Åñëè ñðåäè âåêòîðîâ èç ìíîæåñòâà B1 íåò âåêòîðîâ, ó êîòîðûõ ïîñëåäíèå s
êîîðäèíàò èìåþò ðàçíûå çíàêè, òî ÑËÍÍ S ñîâìåñòíà. Ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ äîïîëíèòåëü-
íûõ íåèçâåñòíûõ äîëæíû áûòü íåîòðèöàòåëüíûìè, òî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëó÷èòü òàêèå
ðåøåíèÿ èç âåêòîðîâ ìíîæåñòâà B1 íåâîçìîæíî, ÷òî îçíà÷àåò íåñîâìåñòíîñòü ÑËÍÍ.

Ïîñòðîåíèå áàçèñà ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÑËÎÍ áåç ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ

íåèçâåñòíûõ. Ïîñêîëüêó ïðîöåññ ðåøåíèÿ ÑËÍÍ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ÑËÎÍ ñ óâåëè÷åíè-
åì ðàçìåðíîñòè ñèñòåìû, òî åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ: íåëüçÿ ëè íàéòè ñïîñîá ðåøåíèÿ
ÑËÎÍ áåç óâåëè÷åíèÿ åå ðàçìåðíîñòè?

Àíàëèç ïðîöåññà ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÑËÎÍ ñ ââåäåíèåì äîïîë-
íèòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ ïîêàçûâàåò, ÷òî ÿâíî ââîäèòü äîïîëíèòåëüíûå íåèçâåñòíûå íåò
íåîáõîäèìîñòè. Äëÿ ïðàâèëüíîñòè ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÑËÎÍ íåîáõî-
äèìî ââîäèòü äîïîëíèòåëüíî âñåãî äâà âåêòîðû òîé æå ðàçìåðíîñòè, ÷òî è ðàçìåðíîñòü
ÑËÎÍ. Îáúÿñíèì ýòîò ñïîñîá ñ ïîìîùüþ ïðèìåðà.

Ïðèìåð 6. Ðàññìîòðèì ÑËÎÍ èç ïðèìåðà 5

S =

 L′
1(x) = − 3x − 4y + 5z − 6u ≥ 0,

L′
2(x) = 2x + 3y − 2z + u ≥ 0,

L′
3(x) = x − y − z + 2u ≥ 0.

Ñòðîèì TSS äëÿ ïåðâîãî íåðàâåíñòâà L1(x) ≥ 0:

(−4, 3, 0, 0), (5, 0, 3, 0), (−6, 0, 0, 3).

Äîïîëíèì ýòî ìíîæåñòâî äâóìÿ âåêòîðàìè âèäà (-1,0,0,0) è (0,0,0,0) èëè âåêòîðàìè (1,0,0,0) è (0,0,0,0) â çàâèñèìî-
ñòè îò òîãî, êàêîé çíàê ó a11. Åñëè -1 è a11 èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè, òî âûáèðàåòñÿ ïåðâûé âàðèàíò, à åñëè îíè
èìåþò ðàçíûå çíàêè, òî âûáèðàåòñÿ âòîðîé âàðèàíò. Ýòî äåëàåòñÿ ñ öåëüþ îáåñïå÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíîãî çíà÷åíèÿ
êîîðäèíàòû, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîìó äîïîëíèòåëüíîìó íåèçâåñòíîìó (ýòî ïðàâèëî âûáîðà ñîõðàíÿåòñÿ è â
äàëüíåéøåì). Â äàííîì ñëó÷àå a11 = −3 è ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ïðèíèìàåò âèä:

(−4, 3, 0, 0), (5, 0, 3, 0), (−6, 0, 0, 3), (−1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 0).

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûå òðè âåêòîðû ñîñòàâëÿþò áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ËÎÓ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïåðâîìó íåðà-
âåíñòâó ñèñòåìû S, ÷åòâåðòûé � ÷àñòíîå ðåøåíèå ïåðâîãî ËÍÓ ýòîé ñèñòåìû, à ïÿòûé � çàãîòîâêà íà ñëåäóþùåå
íåðàâåíñòâî.

Ñëåäóÿ âûøåóñòàíîâëåííîìó ïîðÿäêó ðåøåíèé, íàõîäèì çíà÷åíèÿ L2(x) íà ïåðâûõ ÷åòûðåõ âåêòîðàõ: 1,4,-9,-2,
à íà íóëåâîì âåêòîðå çíà÷åíèå L2(x) ïîëàãàåì ðàâíûì -1. Îòêóäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå w1+4w2−9w3−2w4−w5 = 0.
Ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ èìåþò âèä (4,-1,0,0,0), (9,0,1,0,0), (2,0,0,1,0), (1,0,0,0,1) (ïîñêîëüêó -1 è 1 ðàçíûõ çíàêîâ), à
ýòèì ðåøåíèÿì ñîîòâåòñòâóþò òàêèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïåðâûõ äâóõ íåðàâåíñòâ:
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(−7, 4,−1, 0), (14,−9, 0,−1), (−3, 2, 0, 0), (−4, 3, 0, 0).

Íàõîäèì çíà÷åíèÿ L3(x) òàêèì æå îáðàçîì: −10, 21,−5,−7,−1, îòêóäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå −10w1 + 21w2 − 5w3 −
7w4−w5 = 0. Ïîñêîëüêó L3(x) ≥ 0 ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â ñèñòåìå, òî äîïîëíÿåì ýòè âåêòîðû òîëüêî îäíèì (-1,0,0,0)
(çíàêè -1 è -10 îäèíàêîâûå) òàê êàê çàãîòîâêè íà ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî äåëàòü íå íóæíî. Ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîãî
óðàâíåíèÿ èìåþò âèä (21,10,0,0,0), (-1,0,2,0,0), (-7,0,0,10,0), (-1,0,0,0,10), à èì ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèÿ:

s1 = (−7,−6,−21,−10), s2 = (1, 0, 1, 0), s3 = (9, 2, 7, 0), s4 = (7,−4, 1, 0),

êîòîðûå ñîñòàâëÿþò áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé âñåé ñèñòåìû. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå ÑËÎÍ S ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå ëèíåéíîé íåîòðèöàòåëüíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ s1, s2, s3, s4.

Åñëè ïðîñëåäèòü ïîðÿäîê ïîñòðîåíèÿ áàçèñà, òî ìîæíî îïðåäåëèòü, ÷òî ðåøåíèå (-7,-6,-21,-10) � ðåøåíèå ÑËÎÓ,

êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ÑËÎÍ, à îñòàëüíûå ðåøåíèÿ � ýòî ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ÑËÎÍ. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ðåøåíèå

(-7,-6,-21,-10) ìîæíî ñîêðàòèòü íà -1, ïîñêîëüêó îíî ðåøåíèå ÑËÎÓ. ♠

Ðåçþìèðóÿ ñêàçàííîå, îòìåòèì, ÷òî äîïîëíèòåëüíûå âåêòîðû è çíà÷åíèÿ íà ýòèõ âåêòî-
ðàõ ó÷àñòâóþò âî âñåõ íåðàâåíñòâàõ, êðîìå ïîñëåäíåãî. À ïðè îáðàáîòêå ïîñëåäíåãî íåðà-
âåíñòâà ê TSS ïåðâûõ s−1 íåðàâåíñòâ äîáàâëÿåòñÿ òîëüêî îäèí âåêòîð ñ ïåðâîé íåíóëåâîé
êîîðäèíàòîé (-1 èëè 1) è îñòàëüíûìè íóëåâûìè êîîðäèíàòàìè. Ìåòîä ñòðîèò áàçèñ ìíîæå-
ñòâà âñåõ ðåøåíèé.

Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî TSS-ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé ýô-
ôåêòèâíî ðàáîòàåò äëÿ ñèñòåì ñ ðàçðåæåííûìè ìàòðèöàìè, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ èìåò
íåáîëüøèå íîðìû. Ýòîò ìåòîä ðàáîòàåò áåç êàêèõ-ëèáî ïðåäâàðèòåëüíûõ óñëîâèé ñ ëþáûìè
ìàòðèöàìè, íî â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé íàáëþäàåòñÿ áûñòðûé ðîñò êîîðäèíàò âåêòîðîâ. Ýòî
òðåáóåò âðåìÿ îò âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ êîîðäèíàò âåêòîðîâ
è ñîêðàùåíèÿ èõ êîîðäèíàò íà ýòîò îáùèé äåëèòåëü. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà ýòîò íåäîñòàòîê
(êîòîðûé ïðèñóù è äðóãèì òðàäèöèîííûì ìåòîäàì), òî÷íîñòü âûèñëåíèÿ ðåøåíèé âûøå
ïî ñðàâíåíèþ, íàïðèìåð, ñ àëãîðèòìîì Æîðäàíà-Ãàóññà.

6. Äèîôàíòîâû îãðàíè÷åíèÿ

Â òåîðåòè÷åñêîì ïëàíå äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ ïîëüçîâàëèñü îñîáûì âíèìàíèåì ìàòå-
ìàòèêîâ àæ äî 70-õ ãîëîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ â ñâÿçè ñ 10-é ïðîáëåìîé Ãèëüáåðòà, ñôîðìó-
ëèðîâàííîé â íà÷àëå 20-ãî ñòîëåòèÿ [1]:

Ïóñòü äàíî äèîôàíòîâî óðàâíåíèå ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ïðîèçâîëüíûì
êîíå÷íûì ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ;

íåîáõîäèìî óêàçàòü ñïîñîá, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî ïóòåì âûïîëíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà
îïåðàöèé ìîæíî îïðåäåëèòü, èìååò, èëè íåò, ðåøåíèÿ ýòî óðàâíåíèå â ìíîæåñòâå
öåëûõ ÷èñåë.

Ñïîñîá, î ïîèñêå êîòîðîãî øëà ðå÷ü â ýòîé ïðîáëåìå, òåïåðü ïîíèìàþò êàê àëãîðèòì. Â
íà÷àëå 20-ãî ñòîëåòèÿ òåîðèÿ àëãîðèòìîâ åùå íå áûëà ïîñòðîåíà è ðå÷ü ìîãëà èäòè òîëüêî
î ïîëîæèòåëüíîì ðåøåíèè ïðîáëåìû. Áîëüøèå òðóäíîñòè, âîçíèêøèå ïðè ðåøåíèè ýòîé
ïðîáëåìû, ïðèâåëè ê ìíåíèþ î íåðàçðåøèìîñòè 10-é ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà è â 1970 ãîäó Þ.
Â. Ìàòèÿñåâè÷åì áûëà ñòðîãî äîêàçàíà àëãîðèòìè÷åñêàÿ íåðàçðåøèìîñòü ýòîé ïðîáëåìû
[14].

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî íåðàçðåøèìîñòü íåêîòîðîé ïðîáëåìû äëÿ îïðåäåëåííîãî êëàññà
îáúåêòîâ, íå èñêëþ÷àåò åå ðàçðåøèìîñòè äëÿ ïîäêëàññà îáúåêòîâ èç ýòîãî êëàññà. Òàêèì
ïîäêëàññîì â êëàññå äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ è
ñèñòåìû òàêèõ óðàâíåíèé íàä ìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ ýòîãî ïîäêëàññà ñèñòåì
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ðàçðåøèìîñòü áûëà óñòàíîâëåíà åùå â êîíöå 19 ñòîëåòèÿ Æîðäàíîì [18] è Ãèëüáåðòîì [19],
à ïîçæå áûëè ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé.

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ïîðîæäàþùå-
ãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé è áàçèñà ìíîæåñòâà ðåøåíèé äëÿ ÑËÎÄÓ, êðèòåðèè ñîâìåñòíîñòè,
áàçèðóþùèåñÿ íà ýòèõ àëãîðèòìàõ äëÿ ÑËÎÄÓ, ÑËÍÄÓ íàä ïîëåì è êîëüöîì âû÷åòîâ ïî
ìîäóëþ ïðîñòîãî è ñîñòàâíîãî ÷èñëà, íàä ìíîæåñòâàìè íàòóðàëüíûõ è öåëûõ ÷èñåë.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìååòñÿ íåñêîëüêî ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ËÎÄÓ, ÑËÎÄÓ è
ÑËÍÄÓ íàä ìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðûå ñ óñïåõîì ïðèìåíÿþòñÿ íà ïðàêòèêå.
Âñå ýòè ìåòîäû è àëãîðèòìû â îñíîâíîì ðàçðàáàòûâàëèñü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ àññîöèàòèâíî-
êîììóòàòèâíîé óíèôèêàöèè â ýêâàöèîíàëüíûõ òåîðèÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ýòî ìåòîäû Ôîð-
òåíáàõåðà [45], Êîìîíà [46], Ðîìåóôà [44], Êîíòåæàí-Äåâè [47], Ïîòüå [51], Äîìåíæóäà [49],
Ôèëãóýéðàñ-Òîìàñ [50].

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ TSS-ìåòîä è óïîìÿíóòûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ïðîáëåìû âûïîëíè-
ìîñòè ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé íàä äèñêðåòíûìè îáëàñòÿìè.

6.1. ßçûê ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä êîëüöîì âû÷åòîâ

Êîëüöîì âû÷åòîâ Zm ïî ìîäóëþ ÷èñëà m íàçûâàåòñÿ àëãåáðà Zm = (D = {0, 1, . . . ,m−
1},Ω = {+, ·,−,−1 , 0, 1}), ãäå + è · ÿâëÿþòñÿ áèíàðíûìè àñcîöèàòèâíûìè, êîììóòàòèâíûìè
è äèñòðèáóòèâíûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ m, îïåðàöèè − è −1 �
óíàðíûå îïåðàöèè âçÿòèÿ ïðîòèâîïîëîæíîãî è îáðàòíîãî ýëåìåíòà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé
+ è · ñîîòâåòñòâåííî, 0 è 1 � íóëüàðíûå îïåðàöèè � àääèòèâíûé íóëü è ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ
åäèíèöà. Çàìåòèì, ÷òî îïåðàöèÿ âçÿòèÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà â êîëüöå Zm â îáùåì ñëó÷àå
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íîé, ïîñêîëüêó êîëüöî Zm ìîæåò ñîäåðæàòü äåëèòåëè íóëÿ è äëÿ íèõ ýòà
îïåðàöèÿ íå îïðåäåëåíà.

Íà îñíîâàíèè çàêîíîâ äëÿ îïåðàöèé â êîëüöå Zm âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü òàêîãî òîæ-
äåñòâà:

(∀x, y ∈ Zm) x+ y = 0 = m → x = −y.

Èç ýòîãî òîæäåñòâà ñëåäóåò, ÷òî êîãäà â êîëüöå Zm x = m− y, òî −y = x−m, ÷òî äàåò âîç-
ìîæíîñòü çàìåíÿòü ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî x íà îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî −y = x−m è íàîáîðîò.
Òàêèå ýëåìåíòû x è −y áóäåì íàçûâàòü äîïîëíåíèÿìè (x äîïîëíÿåò −y è íàîáîðîò).

Êîëüöî âû÷åòîâ Zm íàçûâàåòñÿ ïðèìàðíûì, åñëè ìîäóëü m ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïðî-
ñòîãî ÷èñëà p, ò. å. m = pt, ãäå t > 1, t ∈ N . Ïîñêîëüêó m � íå îáúÿçàòåëüíî ïðîñòîå ÷èñëî,
òî â êîëüöå Zm ïðè a ̸= 0 ñðàâíåíèå ax ≡ b (mod m) íå âñåãäà èìååò ðåøåíèå. Îíî áóäåò
èìåòü ðåøåíèå, åñëè ÍÎÄ(a,m) = 1 èëè ÍÎÄ(a,m) = d è d � äåëèòåëü ÷èñëà b.

Ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ êîëüöà Zm ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

S =


L1(x) = a11x1 + . . . + a1qxq = b1,
L2(x) = a21x1 + . . . + a2qxq = b2,
... ... ... ... ... ... ... ... ...

Ls(x) = as1x1 + . . . + asqxq = bs,

(10)

ãäå aij , bi ∈ Zm.

Ïóñòü ìîäóëü èìååò ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè m = pk11 pk22 · · · pkrr , ãäå p1 < p2 <
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. . . < pr. Òîãäà ñèñòåìå S ñîîòâåòñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé ñèñòåìà ñ r · s óðàâíåíèÿìè âèäà

S′ =




L1(x) = a11x1 + . . . + a1qxq = b1,
L2(x) = a21x1 + . . . + a2qxq = b2,
... ... ... ... ... ... ... ... ...

Ls(x) = as1x1 + . . . + asqxq = bs,

(mod pk11 )


L1(x) = a11x1 + . . . + a1qxq = b1,
L2(x) = a21x1 + . . . + a2qxq = b2,
... ... ... ... ... ... ... ... ...

Ls(x) = as1x1 + . . . + asqxq = bs,

(mod pk22 )

...
L1(x) = a11x1 + . . . + a1qxq = b1,
L2(x) = a21x1 + . . . + a2qxq = b2,
... ... ... ... ... ... ... ... ...

Ls(x) = as1x1 + . . . + asqxq = bs.

(mod pkrr )

(11)

Ýêâèâàëåíòíîñòü ñèñòåì S è S′ î÷åâèäíà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x � ðåøåíèå ñèñòåìû S,
òî ýòî ðåøåíèå áóäåò ðåøåíèåì è êàæäîé èç ïîäñèñòåì ïî ìîäóëþ pkii , ïîñêîëüêó ìîäóëü

m äåëèòñÿ íà êàæäîå èç ÷èñåë pkii , i = 1, 2 . . . , r. Åñëè æå x � ðåøåíèå ñèñòåìû S′, òî îíî

áóäåò ðåøåíèåì êàæäîé èç åå ïîäñèñòåì ïî ìîäóëþ pkii , à ïîýòîìó è ðåøåíèåì ñèñòåìû S

ïî ìîäóëþ m, ïîñêîëüêó ÷èñëà pkii âçàèìíî ïðîñòûå è èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî m.

Ïåðåéäåì îò ñèñòåìû S′ ê ñèñòåìå îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

S′′ =




L1(x) = a11x1 + . . . + a1qxq −b1x0 = 0,
L2(x) = a21x1 + . . . + a2qxq −b2x0 = 0,
... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

Ls(x) = as1x1 + . . . + asqxq −bsx0 = 0,

(mod pk11 )


L1(x) = a11x1 + . . . + a1qxq −b1x0 = 0,
L2(x) = a21x1 + . . . + a2qxq −b2x0 = 0,
... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

Ls(x) = as1x1 + . . . + asqxq −bsx0 = 0,

(mod pk22 )

...
L1(x) = a11x1 + . . . + a1qxq −b1x0 = 0,
L2(x) = a21x1 + . . . + a2qxq −b2x0 = 0,
... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

Ls(x) = as1x1 + . . . + asqxq −bsx0 = 0.

(mod pkrr )

(12)

Ïóñòü x � ðåøåíèå ñèñòåìû âèäà

S1 =


L1(x) = a11x1 + . . . + a1qxq −b1x0 = 0,
L2(x) = a21x1 + . . . + a2qxq −b2x0 = 0,
... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

Ls(x) = as1x1 + . . . + asqxq −bsx0 = 0.

(mod pk11 )

Ðàññìîòðèì âåêòîð m1x, ãäå m1 = m

p
k1
1

, êîòîðûé áóäåò ðåøåíèåì ñèñòåìû S′′. Äåéñòâè-

òåëüíî, äëÿ âòîðîé ñèñòåìû S2, àíàëîãè÷íîé ïðåäûäóùåé ïî ìîäóëþ pk22 , ïîëó÷àåì äëÿ
ëþáîãî åå óðàâíåíèÿ Li

Li(m1x) = m1Li(x) = m1di ≡ 0 (mod pk22 ),
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i = 1, 2 . . . , s, ïîñêîëüêó m1 êðàòíî pk22 , à di êðàòíî pk11 .

Àíàëîãè÷íî, åñëè y � ðåøåíèå S2, òî m2y, ãäå m2 = m

p
k2
2

, áóäåò ðåøåíèåì ñèñòåìû S′′ è

ò. ä. äëÿ ëþáîé èç ñèñòåì S3, . . . , Sr. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû S′′ ïðèíèìàåò âèä

x = m1x1 +m2x2 + . . .+mrxr, (13)

ãäå xi � ðåøåíèÿ ñèñòåìû Si.

Îáîçíà÷èì ei = mixi, ãäå xi � ðåøåíèå ñèñòåìû Si, i = 1, 2, . . . , r. Ïîêàæåì, ÷òî ýòè
âåêòîðû ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä êîëüöîì Zm. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì âåêòîðû ei â êîîðäè-
íàòíîé ôîðìå

e1 = (c11, c12, . . . , c1q), e2 = (c21, c22, . . . , c2q), . . . , ek = (ck1, ck2, . . . , ckq)

è äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà a1, a2, . . . , ak, ãäå ai < pkii , òàêèå, ÷òî

a1e1 + a2e2 + . . .+ akek ≡ 0 (mod m)

èëè, ÷òî òîæå ñàìîå,

a2e2 + . . .+ akek ≡ b1e1 (mod m),

ãäå b1 äîïîëíåíèå a1 â êîëüöå Zm è a1e1 ̸≡ 0 (mod m). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå êîîðäèíàòíóþ
ôîðìó âåêòîðîâ ei, i = 1, 2, . . . .k, ïîëó÷àåì ñèñòåìó

S′
1 =


a2m2c

′
21 + . . . + akmkck1 ≡ b1m1c

′
11,

a2m2c
′
22 + . . . + akmkck2 ≡ b1m1c

′
12,

... ... ... ... ... ...
a2m2c

′
2q + . . . + akmkckq ≡ b1m1c

′
1q,

(mod pk11 ),

ãäå c′ij � êîîðäèíàòû âåêòîðîâ xi, i = 1, 2, . . . , r.

Èç ñðàâíåíèé ñèñòåìû S′
1 âûòåêàåò, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü êàæäîãî èç ñðàâíåíèé êðàòíà pk11 ,

êàê è ñàì ìîäóëü m. Íî òîãäà ñèñòåìà S′
1 áóäåò èìåòü ðåøåíèå òîëüêî â ñëó÷àå êðàòíîñòè

÷èñëà b1m1 (è òåì ñàìûì êðàòíîñòè a1c1i) ÷èñëó pk11 . Íî åñëè âñå ÷èñëà a1c1i êðàòíû pk11 ,
òî ïîëó÷àåì a1e1 ≡ 0 (mod m), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ a1e1 ̸≡ 0 (mod m). Ïî-
ëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò íåñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû S′

1, à ýòî îçíà÷àåò ëèíåéíóþ
íåçàâèñèìîñòü ñîâîêóïíîñòè âåêòîðîâ e1, e2, . . . , ek.

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî óìåòü ðåøàòü ñèñòåìó âèäà S′. À ðåøåíèå òàêîé ñèñòåìû
ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåì ëèáî â ïîëÿõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà (ñëó÷àé êîãäà
ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ki = 1 äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ [1, r] è â ýòîì ñëó÷àå êîëüöî Zm ñòàíîâèòñÿ
ïîëåì), ëèáî ê ðåøåíèþ ñèñòåì â ïðèìàðíûõ êîëüöàõ ïî ìîäóëþ ñòåïåíè ïðîñòîãî ÷èñëà.

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî êàæäûé èç ýòèõ ñëó÷àåâ.

6.1.1. ßçûê ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä ïîëåì âû÷åòîâ

Ïîëåì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà p íàçûâàåòñÿ àëãåáðà Fp = (D = {0, 1, . . . , p−
1},Ω = {+, ·,−,−1 , 0, 1}), ãäå + è · ÿâëÿþòñÿ áèíàðíûìè àñcîöèàòèâíûìè, êîììóòàòèâíûìè
è äèñòðèáóòèâíûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ p, îïåðàöèè - è −1 �
óíàðíûå îïåðàöèè âçÿòèÿ ïðîòèâîïîëîæíîãî è îáðàòíîãî ýëåìåíòà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé
+ è · ñîîòâåòñòâåííî, 0 è 1 � íóëüàðíûå îïåðàöèè � àääèòèâíûé íóëü è ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ
åäèíèöà.
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Ïîñêîëüêó p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî â ïîëå Fp ïðè a ̸= 0 ñðàâíåíèå ax ≡ b (mod p) âñåãäà
èìååò ðåøåíèå è ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ýòè ñâîéñòâà ïîëÿ Fp, ðàññìîòðèì TSS-ìåòîä [6] ðåøåíèÿ ñèñòåì
ëèíåéíûõ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé â ýòîì ïîëå.

TSS-ìåòîä ðåøåíèÿ ËÎÄÓ. Ïóñòü äàíî ËÎÄÓ

L(x) = a1x1 + . . .+ aixi + . . .+ anxn = 0, (14)

ãäå ai, xi ∈ Fp, i = 1, . . . , n. Äîïóñòèì, ÷òî ai ̸= 0, òîãäà èìååò ìåñòî

Ëåììà 3. Åñëè c = (c1, . . . , cn) � ðåøåíèå ËÎÄÓ (14) â ïîëå Fp, òî îíî áóäåò ðåøåíèåì
ËÎÄÓ a1x1 + . . .− bixi + . . .+ anxn = 0, ãäå −bi � äîïîëíåíèå êîýôôèöèåíòà ai.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ ëåììû èìååì a1c1 + . . .+ aici + . . .+ ancn = 0, íî òîãäà

a1c1 + . . .− bici + . . .+ ancn = −pci + a1c1 + . . .+ aici + . . .+ ancn = 0.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè c = k · c′, ãäå k =ÍÎÄ(c1, c2, . . . , cn), òî c′ = (c′1, c
′
2, . . . , c

′
n) òàêæå áóäåò

ðåøåíèåì (14). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè c � ðåøåíèå, òî

a1c1 + a2c2 + . . .+ ancn = k(a1c
′
1 + a2c

′
2 + . . .+ anc

′
n) = 0

è ïîñêîëüêó k ̸= 0, òî a1c
′
1 + a2c

′
2 + . . .+ anc

′
n = 0. �

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà M0 = {e1, . . . , en} è ôóíêöèþ
L1(x) = a1x1 + a2x2 + . . . + anxn ËÎÄÓ (14). Çàìåíèì â ôóíêöèè L(x) ïåðâûé íåíóëåâîé
êîýôôèöèåíò ak åãî îòðèöàòåëüíûì äîïîëíåíèåì −bk è ïîñòðîèì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

B = {(0, . . . , aj , 0, . . . , 0, bk, 0, . . . , 0)} ∪M0,

ãäå M0 = {er : L1(er) = 0}, aj ̸= 0, à bk ÿâëÿåòñÿ j-é êîîðäèíàòîé â âåêòîðàõ èç B. Ïðè÷åì
åñëè äëÿ íåêîòîðîãî aj ÍÎÄ(aj , bk) ̸= 1, òî ñîêðàòèì êîîðäèíàòû òàêîãî âåêòîðà íà ýòîò
îáùèé äåëèòåëü (÷òî âîçìîæíî â ñèëó ëåììû 3). Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå
âåêòîðû â ìíîæåñòâå B òàêîâû, ÷òî aj è bk âçàèìíî ïðîñòû, à ìíîæåñòâî B ñòðîèòñÿ ïóòåì
êîìáèíèðîâàíèÿ äîïîëíåíèÿ ïåðâîãî íåíóëåâîãî êîýôôèöèåíòà, âçÿòîãî ñ îòðèöàòåëüíûì
çíàêîì, ñ îñòàëüíûìè íåíóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè è ïîïîëíåííîå âåêòîðàìè êàíîíè÷å-
ñêîãî áàçèñà, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò íóëåâûì êîýôôèöèåíòàì ËÎÄÓ (14). Ïîñòðîåííîå
òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâî, êàê è ðàíüøå, áóäåì íàçûâàòü TSS. Î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîðû èç
ìíîæåñòâà B ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ËÎÄÓ (14).

Ëåììà 4. Ïóñòü d = (0, . . . , 0, di, 0, . . . , 0, dj , . . . , 0) � ðåøåíèå ËÎÄÓ (14), òîãäà åñëè
d /∈ B, òî d ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íåîòðèöàòåëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ èç
B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè d = (0, . . . , 0, di, 0, . . . , 0, dj , 0, . . . , 0) /∈ B, òî âîçìîæíû äâà ñëó-
÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. Â ìíîæåñòâå B ñóùåñòâóþò âåêòîðû s1 = (0, . . . , 0, a′i, 0, . . . , 0, a
′
k, 0, . . . , 0) è

s2 = (0, . . . , 0, a′j , 0, . . . , 0, a
′
k, 0, . . . , 0), â êîòîðûõ a′i è a′j ÿâëÿþòñÿ k-ìè êîîðäèíàòàìè, à a′k

â s1 è s2 ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî i-é è j-é êîîðäèíàòîé. Ðàññìîòðèì âåêòîð

s = us1 + vs2 = (0, . . . , 0, a′iu+ a′jv, 0, . . . , 0, di, 0, . . . , 0, dj , 0, . . . , 0),
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ãäå u, v � ðåøåíèÿ ñðàâíåíèé a′kx ≡ di (mod p) è a′ky ≡ dj (mod p) ñîîòâåòñòâåííî. Â ïîëå
Fp ðåøåíèÿ u è v åäèíñòâåííû. Ïîêàæåì, ÷òî a′iu+ a′jv = 0. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì âåêòîð s
â ËÎÄÓ (14):

L(s) = ak(a
′
iu+ a′jv) + aidi + ajdj = ak(a

′
iu+ a′jv) + 0 = ak(a

′
iu+ a′jv) = 0

è ïîñêîëüêó ak ̸= 0, òî a′iu+ a′jv = 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.

Ñëó÷àé 2. Â ìíîæåñòâå B ñóùåñòâóåò âåêòîð s1 = (0, . . . , 0, bi, 0, . . . , 0, bj , 0, . . . , 0). Ðàñ-
ñìîòðèì âåêòîð

s = ys1 = (0, . . . , 0, ci, 0, . . . , 0, ybj , 0, . . . , 0),

ãäå y � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ biy ≡ ci (mod p). Ïîñêîëüêó x è s � ðåøåíèÿ ËÎÄÓ
(14), òî x− s òîæå áóäåò ðåøåíèåì ýòîãî ËÎÄÓ, ò. å. x− s = (0, . . . , 0, dj − bjy, 0, . . . , 0) è

L(x− s) = aj(dj − ybj) = 0.

Ïîñêîëüêó aj ̸= 0, òî dj = ybj . �

Òåîðåìà 8. TSS B ËÎÄÓ (14), ïîñòðîåííîå êîìáèíèðîâàíèåì äîïîëíåíèÿ ïåðâîãî
íåíóëåâîãî êîýôôèöèåíòà, âçÿòîãî ñ îòðèöàòåëüíûì çíàêîì, ñ îñòàëüíûìè íåíóëåâûìè
êîýôôèöèåíòàìè è ïîïîëíåííîå âåêòîðàìè êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà, êîòîðûå ñîîòâåòñòâó-
þò íóëåâûì êîýôôèöèåíòàì ËÎÄÓ (14), ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé
ýòîãî ËÎÄÓ.

Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå l3, ãäå l = max(t, n), t � êîëè÷åñòâî
äâîè÷íûõ ðàçðÿäîâ ÷èñëà p, à n � êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ â ËÎÄÓ.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî ÷èñëó k íåíóëåâûõ êîîðäèíàò â ðåøåíèè
ËÎÄÓ. Ïóñòü x = (x1, x2, . . . , xn) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ËÎÄÓ (14).

Áàçèñ èíäóêöèè. Åñëè k = 1, òî x äîëæåí ñîâïàäàòü ñ îäíèì èç âåêòîðîâ êàíîíè÷åñêîãî
áàçèñà, êîòîðûé ïî ïîñòðîåíèþ ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì B. Ïðè k = 2 ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû
âûòåêàåò èç ëåììû 4.

Øàã èíäóêöèè. Äîïóñòèì, ÷òî òåîðåìà âåðíà äëÿ âñåõ 2 ≤ k < n è x èìååò n íåíóëåâûõ
êîîðäèíàò. Ðàññìîòðèì íåíóëåâûå êîîðäèíàòû xi, xj âåêòîðà x. Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. Â B ñóùåñòâóåò âåêòîð êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà s ñ i-é êîîðäèíàòîé, ðàâíîé
åäèíèöå. Òîãäà âåêòîð y = x−xis áóäåò èìåòü n−1 íåíóëåâûõ êîîðäèíàò. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè äëÿ ýòîãî âåêòîðà ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå x − xis = d1e1 + . . . + drer, ãäå
ei ∈ B, i = 1, . . . , r. Íî òîãäà x = xis+ d1e1 + . . .+ drer.

Ñëó÷àé 2. Â B ñóùåñòâóåò âåêòîð s = (0, . . . , 0, bi, 0, . . . , 0, bj , 0, . . . , 0) ñ íåíóëåâûìè êî-
îðäèíàòàìè bi è bj . Ðàññìîòðèì âåêòîð

x− us = (x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xj − ubj , . . . , xn),

ãäå u � ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ biu ≡ xi (mod p). Ïîñòðîåííûé âåêòîð èìååò n − 1 íåíóëåâûõ
êîîðäèíàò è ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ïîëó÷àåì

x− us = d1e1 + . . .+ drer èëè x = us+ d1e1 + . . .+ drer.

Ñëó÷àé 3. Â B ñóùåñòâóþò âåêòîðû s1 = (0, . . . , 0, bi, 0, . . . , 0, bk, 0, . . . , 0) è s2 =
(0, . . . , 0, bj , 0, . . . , 0, bk, 0, . . . , 0) ñ íåíóëåâûìè êîîðäèíàòàìè bi, bj è bk. Ïîñòðîèì âåêòîð

s = bjs1 − bis2 = (0, . . . , 0, bkbj , 0, . . . , 0,−bkbi, 0, . . . , 0),
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ó êîòîðîãî ïîñëå çàìåíû −bkbi åãî ïîëîæèòåëüíûì äîïîëíåíèåì, íåíóëåâûìè êîîðäèíàòàìè
áóäóò êîîðäèíàòû ñ íîìåðàìè i è j. Î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîð s ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ËÎÄÓ (14),
òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 4 îí âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîðû èç ìíîæåñòâà B. Ïóñòü

s′ = (0, . . . , 0, bj , 0, . . . , 0, bi, 0, . . . , 0) = d1e1 + . . .+ drer

ýòî ïðåäñòàâëåíèå. Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ 2.

Ïðè ïîëó÷åíèè îöåíêè ñëîæíîñòè ýëåìåíòàðíûìè ñ÷èòàþòñÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è
âû÷èòàíèÿ. Ïðè ïîñòðîåíèè TSS äëÿ ËÎÄÓ âû÷èñëÿåòñÿ n − 1 âåêòîð è íå áîëüøå,
÷åì n − 1 ðàç âû÷èñëÿåòñÿ ÍÎÄ äâóõ ÷èñåë â ïîëå Fp. Ïîñòðîåíèå âåêòîðîâ òðåáóåò íå
áîëåå ÷åì n · (n− 1) øàãîâ, à ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ÍÎÄ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Ýâêëèäà
ïðîïîðöèîíàëüíà t2, ãäå t � ðàçðÿäíîñòü ÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ âû÷èñëÿåòñÿ ÍÎÄ [15].
Ñóììèðóÿ âñå ýòè âåëè÷èíû, ïîëó÷àåì l3, ãäå l = max(t, n). �

Ïðèìåð 7. Ïîñòðîèòü áàçèñ ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé ËÎÄÓ 2x1 + x2 + 0x3 + x4 + 2x5 = 0 â ïîëå âû÷åòîâ F3.

Ðåøåíèå. Ïåðâûé íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò â äàííîì ËÎÄÓ åñòü a1 = 2, à åãî äîïîëíåíèå ðàâíî 2 - 3 = -1.
Ïîëó÷àåì ËÎÄÓ âèäà −x1 + x2 + 0x3 + x4 + 2x5 = 0. Ïðèìåíÿÿ TSS-ìåòîä, íàõîäèì òàêèå áàçèñíûå ðåøåíèÿ:

e1 = (1, 1, 0, 0, 0), e2 = (1, 0, 0, 1, 0), e3 = (2, 0, 0, 0, 1), e4 = (0, 0, 1, 0, 0).

Î÷åâèäíûìè ðåøåíèÿìè äàííîãî ËÎÄÓ ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû c1 = (1, 1, 1, 1, 1) è c2 = (0, 2, 0, 1, 0). Ïðåäñòàâëåíèÿ

ýòèõ âåêòîðîâ ÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðû èìåþò âèä: c1 = e1 + e2 + e3 + e4 = (4 (mod 3), 1, 1, 1, 1) = (1, 1, 1, 1, 1),

c2 = 2e1 + e2 = (0, 2, 0, 1, 0). ♠

TSS-ìåòîä ðåøåíèÿ ÑËÎÄÓ. Ïóñòü äàíà ïðèâåäåííàÿ ÑËÎÄÓ S äëÿ ÑËÍÄÓ (10).
Ðàññìîòðèì ïåðâîå óðàâíåíèå L1(x) = a11x1+a12x2+. . .+a1qxq = 0 ýòîé ñèñòåìû. Ïîñòðîèì
áàçèñ B1 = {e1, . . . , em} ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé ýòîãî ËÎÄÓ îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì.
Âîçüìåì ôóíêöèþ L2(x) = a21x1 + . . .+ a2qxq è ðàññìîòðèì ËÎÄÓ âèäà

L2(e1)y1 + L2(e2)y2 + . . .+ L2(em)ym = 0. (15)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè âñå L2(ei) = 0, òî óðàâíåíèå L2(x) ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç L1(x) è åãî
ìîæíî óäàëèòü èç ÑËÎÄÓ S. Ïîýòîìó áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå óðàâíåíèÿ â S ëèíåéíî
íåçàâèñèìûå.

Íàéäåì TSS-ìåòîäîì áàçèñ B′ = {r1, r2, . . . , rm−1} ìíîæåñòâà ðåøåíèé ËÎÄÓ (15) è
ïîñòðîèì ïî âåêòîðàì èç B′ ñîîòâåòñòâóþùèå êîìáèíàöèè âåêòîðîâ èç B1. Îáîçíà÷èì ýòî
ìíîæåñòâî M = {s1, s2, . . . , sm−1}.

Ëåììà 5. Ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÑËÎÄÓ

S1 =

{
L1(x) = a11x1 + . . . + a1qxq = 0,
L2(x) = a21x1 + . . . + a2qxq = 0.

(16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ýëåìåíòû èç M ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ÑËÎÄÓ S1.
Ïóñòü x = (x1, . . . , xq) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ÑËÎÄÓ S1, òîãäà

x = d1e1 + . . .+ dmem,

ãäå ei ∈ B1, i = 1, . . . ,m. Ïîäñòàâëÿÿ x â L2(x), ïîëó÷àåì ËÎÄÓ

d1L2(e1) + . . .+ dmL2(em) = c1d1 + . . .+ cmdm = 0,

ò. å. âåêòîð (d1, d2, . . . , dm) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ËÎÄÓ (15) è, ñëåäîâàòåëüíî, îí ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ â âèäå íåîòðèöàòåëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ èç B′:
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(d1, . . . , dm) = f1r1 + . . .+ fm−1rm−1.

Íî òîãäà

x = d1e1 + . . .+ dmem = f1s1 + . . .+ fm−1sm−1,

à ýòî çíà÷èò, ÷òî x ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íåîòðèöàòåëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ
èç M . Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âåêòîðà x ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû. �

Òåîðåìà 9. Ïóñòü M � TSS-ìíîæåñòâî, ïîñòðîåííîå îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì äëÿ
ÑËÎÄÓ S âèäà (1), òîãäà M ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé ýòîé ÑËÎÄÓ.

Ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå sl3, ãäå s - ÷èñëî óðàâíåíèé â
ÑËÎÄÓ, l = max(t, q), t = log p � êîëè÷åñòâî äâîè÷íûõ ðàçðÿäîâ ìîäóëÿ p, à q � êîëè÷åñòâî
íåèçâåñòíûõ â CËÎÄÓ.

Äîêàçàòåëüñòâî âûïîëíÿåòñÿ èíäóêöèåé ïî ÷èñëó k óðàâíåíèé â ÑËÎÄÓ.

Áàçèñ èíäóêöèè ïðè k = 2 èìååò ìåñòî â ñèëó ëåììû 5.

Øàã èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà âåðíà äëÿ âñåõ k < q. Òîãäà TSS ÑËÎÄÓ S′,
ñîñòîÿùåé èç ïåðâûõ s − 1 óðàâíåíèé, â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì
ìíîæåñòâà ðåøåíèé S′.

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿì, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü ïðè
äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 5, ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû. Îöåíêà âðåìåí-
íîé ñëîæíîñòè, ïðèâåäåííàÿ â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû, î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò èç
òåîðåìû 8. �

Ïðèìåð 8. Íàéòè â ïîëå F3 áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÑËÎÄÓ

S =

 2x1 + x2 + 0x3 + x4 + 2x5 = 0,
x1 + 2x2 + 1x3 + 0x4 + x5 = 0,
x1 + x2 + 2x3 + 2x4 + 0x5 = 0.

Ðåøåíèå. Â ïðèìåðå 7 áûë íàéäåí áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ïåðâîãî ËÎÄÓ ýòîé ñèñòåìû:

e1 = (1, 1, 0, 0, 0), e2 = (1, 0, 0, 1, 0), e3 = (2, 0, 0, 0, 1), e4 = (0, 0, 1, 0, 0).

Íàõîäèì L2(e1) = 0, L2(e2) = 1, L2(e3) = 0, L2(e4) = 1 è ñòðîèì ËÎÄÓ 0y1+y2+0y3+y4 = 0y1−2y2+0y3+y4 = 0.
Áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñîñòîèò èç âåêòîðîâ r1 = (1, 0, 0, 0), r2 = (0, 1, 0, 2), r3 = (0, 0, 1, 0). Ïîëó÷àåì âåêòîðû
ìíîæåñòâà ðåøåíèé äëÿ ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé èç S, ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðàì r1, r2, r3:

e′1 = (1, 1, 0, 0, 0), e′2 = (1, 0, 2, 1, 0), e3 = (2, 0, 0, 0, 1).

Íàõîäèì çíà÷åíèÿ L3(e′1) = 2, L3(e′2) = 1, L3(e′3) = 2, ñòðîèì ËÎÄÓ 2y1 + y2 + 2y3 = −y1 + y2 + 2y3 = 0 è ïîëó÷àåì
åãî ðåøåíèÿ: r1 = (1, 1, 0), r2 = (2, 0, 1). Ñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåêòîðû áàçèñà ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÑËÎÄÓ S:

s1 = (2, 1, 2, 1, 0), s2 = (1, 2, 0, 0, 1). ♠

TSS-ìåòîä ðåøåíèÿ ÑËÍÄÓ. Ïóñòü äàíî ËÍÄÓ

a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn = b. (17)

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå a1x1 + a2x2 + . . . + anxn − bx0 = 0, ðåøåíèÿ êîòîðîãî ïðè x0 = 1
áóäóò ðåøåíèÿìè (17). Ïðèìåíÿÿ TSS-ìåòîä ê ýòîìó ËÎÄÓ, ïîëó÷àåì

s1 = (b, 0, . . . , a1), . . . , sn = (0, . . . , 0, b, an).
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Ñðåäè ýòèõ ðåøåíèé íåîáõîäèìî âûäåëèòü òàêèå, ó êîòîðûõ x0 = 1. Îäíàêî x0 ∈
{a1, a2, . . . , an} è òîãäà èñêîìûìè áóäóò òå ðåøåíèÿ x, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñðàâíå-
íèÿ aix ≡ 1 (mod p). Â ñèëó ïðîñòîòû p ýòî ñðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ïðè÷åì
ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî ai ̸= 0, i = 1, 2, . . . , n. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî âûáðàòü ëþáîå ai ̸= 0 è
äëÿ íåãî ðåøàòü ñðàâíåíèå. Ïîñêîëüêó ñðàâíåíèå aix ≡ 1 (mod p) âñåãäà èìååò ðåøåíèå, òî
è óðàâíåíèå (17) òîæå áóäåò âñåãäà èìåòü ðåøåíèå.

Ïóñòü x1 = (c1, c2, . . . , cn) � íåêîòîðîå ÷àñòíîå ðåøåíèå (17), íàéäåííîå îïèñàííûì âûøå
ñïîñîáîì, à B = {e1, e2, . . . , em} � áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ËÎÄÓ

a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn = 0. (18)

Ëåììà 6. Ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ËÍÄÓ (17) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå u = x1 +
m∑
i=1

biei,

ãäå x1 � ÷àñòíîå ðåøåíèå ËÍÄÓ (17), à e1, . . . , em � áàçèñíûå âåêòîðû ìíîæåñòâà ðåøåíèé
ËÎÄÓ (18), êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ËÍÄÓ (17).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u = (u1, u2, . . . , un, 1) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ËÍÄÓ (17),
à B = {e1, e2, . . . , em} � áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ËÎÄÓ, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò (17).
Ðàññìîòðèì âåêòîð y = u − x1 = (d1, d2, . . . , dn). Åñëè íåêîòîðûå êîîðäèíàòû â âåêòîðå y
ñòàëè îòðèöàòåëüíûìè, òî çàìåíèì èõ ïîëîæèòåëüíûìè äîïîëíåíèÿìè. Âåêòîð y ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì ËÎÄÓ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íåîòðèöàòåëüíîé ëèíåéíîé êîì-

áèíàöèè âåêòîðîâ èç B, ò. å. y =
m∑
i=1

biei, ei ∈ B, i = 1, 2, . . . ,m. Íî òîãäà u = x1 +
m∑
i=1

biei. �

Ïðèìåð 9. Íàéòè â ïîëå F13 îáùåå ðåøåíèå ËÍÄÓ 2x+ 3y + 5z + 6u+ 4v = 7.

Ðåøåíèå. Âûáèðàåì ïåðâûé íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò a1 = 2 è ñòðîèì âåêòîð (7, 0, 0, 0, 0, 2). Ðåøàåì ñðàâíåíèå
2s ≡ 1 (mod 13). Ýòèì ðåøåíèåì áóäåò î÷åâèäíî, s = 7. Òîãäà âåêòîð x1 = 7(7, 0, 0, 0, 0) = (10, 0, 0, 0, 0) áóäåò èñêîìûì
÷àñòíûì ðåøåíèåì ËÍÄÓ.

Íàéäåì áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ËÎÄÓ 2x+3y+5z+6u+4v = 0. Ñ ýòîé öåëüþ çàìåíèì, íàïðèìåð, êîýôôèöèåíò
3 åãî äîïîëíåíèåì -10 è ïîñòðîèì áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ËÎÄÓ 2x − 10y + 5z + 6u + 4v = 0. Ýòèìè ðåøåíèÿìè
áóäóò âåêòîðû:

e1 = (5, 1, 0, 0, 0), e2 = (0, 1, 2, 0, 0), e3 = (0, 3, 0, 5, 0), e4 = (0, 2, 0, 0, 5).

Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå äàííîãî ËÍÄÓ èìååò âèä:

x = x1 + b1e1 + b2e2 + b3e3 + b4e4.

Íàïðèìåð, ïðè b1 = b2 = b3 = b4 = 1 ïîëó÷àåì u = (2, 7, 2, 5, 5). ♠

TSS-ìåòîä ðåøåíèÿ ÑËÍÄÓ. Ïóñòü äàíà ÑËÍÄÓ

S =


L1(x) = a11x1 + . . . + a1nxn = b1,
L2(x) = a21x1 + . . . + a2nxn = b2,
... ... ... ... ... ... ... ... ...

Ls(x) = as1x1 + . . . + asnxn = bs,

(19)

ãäå aij , bi, xi ∈ Fp, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , s, s < n. Ïîñêîëüêó îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ ìîæíî
óìíîæàòü íà ÷èñëî, à ñàìè óðàâíåíèÿ ñêëàäûâàòü è âû÷èòàòü, òî ïðåîáðàçóåì S ê âèäó
(ïîëàãàÿ, ÷òî bs ̸= 0)

S′ =


L′
1(x) = a′11x1 + . . . + a′1nxn = 0,

L′
2(x) = a′21x1 + . . . + a′2nxn = 0,
... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

L′
s−1(x) = a′s−11x1 + . . . + a′s−1nxn = 0,
Ls(x) = as1x1 + . . . + asnxn = bs,

(20)
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Ïóñòü B′ = {e′1, e′2, . . . , e′m} � áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÑËÎÄÓ, ñîñòîÿùåé èç ïåðâûõ q− 1
óðàâíåíèé ñèñòåìû S′, à B = {e1, e2, . . . , ek} � áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÑËÎÄÓ, êîòîðàÿ
ñîîòâåòñòâóåò S′. Ïîñòðîèì óðàâíåíèå Ls(e

′
1)y1+ . . .+Ls(e

′
m)ym = bs. Åñëè âñå Ls(ei) = 0, òî

äàííîå óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé, à âìåñòå ñ íèì íå èìååò ðåøåíèé è èñõîäíàÿ ÑËÍÄÓ
(â ýòîì ñëó÷àå Ls(x) ëèíåéíî çàâèñèò îò L′

1(x), . . . , L
′
s−1(x)). Åñëè õîòÿ áû îäíî Ls(ei) ̸= 0,

òî ðåøåíèå âñåãäà ñóùåñòâóåò è ïóñòü y = (d1, . . . , dm) � ðåøåíèå ýòîãî ËÎÄÓ. Òîãäà âåêòîð
x1 = d1e1 + . . . + dmem ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ls(x) = bs. Ñëåäîâàòåëüíî,
îáùåå ðåøåíèå ÑËÎÄÓ S′, à âìåñòå ñ íåé è ñèñòåìû S, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

u = x1 +
k∑

i=1
biei,

ãäå ei ∈ B, i = 1, 2, . . . , k.

Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó âðåìåííîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ
ÑËÍÄÓ íàä Fp. Äåéñòâèòåëüíî, ê îöåíêå, êîòîðàÿ ïðèâåäåíà â òåîðåìå 9, äîáàâëÿåòñÿ îöåí-
êà âû÷èñëåíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ËÎÄÓ. Ýòà îöåíêà âêëþ÷àåò ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ ñðàâ-
íåíèÿ ax ≡ b (mod p) è ïîñòðîåíèå âåêòîðà, ÿâëÿþùåãîñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì. Èñïîëüçóÿ,
íàïðèìåð, ñïîñîá ïîèñêà ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ íåïðåðûâíûõ äðîáåé, ïîëó÷àåì,
÷òî ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé, êîòîðûå íåîáõîäèìî âûïîëíèòü, íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà
t � ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà äâîè÷íûõ ðàçðÿäîâ â ìîäóëå p. À ïîñòðîåíèå âåêòîðà òðåáóåò íå
áîëåå n îïåðàöèé. Òîãäà îáùàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè âñåãî àëãîðèòìà âûðàæàåòñÿ îöåíêîé,
ïðèâåäåííîé â òåîðåìå 9.

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 10. ÑËÍÄÓ S, âñå óðàâíåíèÿ êîòîðîé ëèíåéíî íåçàâèñèìû è ðàçìåðíîñòü
êîòîðîé s × n, ïðè s < n, âñåãäà ñîâìåñòíà íàä ïîëåì Fp è åå îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

u = x1+
k∑

i=1
biei, ãäå x

1 � íåêîòîðîå ÷àñòíîå ðåøåíèå S, à ei � áàçèñíûå âåêòîðû ìíîæåñòâà

ðåøåíèé ÑËÎÄÓ, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò äàííîé ÑËÍÄÓ S.

Ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ ÑËÍÄÓ ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå sl3, ãäå s
� êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé â ñèñòåìå, l = max(t, n), t � êîëè÷åñòâî äâîè÷íûõ ðàçðÿäîâ ÷èñëà
p, à n � êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ â ÑËÍÄÓ.

Ïðèìåð 10 (çàäà÷à î ìàòåìàòè÷åñêîì ñåéôå). Ýòà çàäà÷à âîçíèêàåò â òåîðèè êîìïüþòåðíûõ èãð [2].
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ìàòåìàòè÷åñêîì ñåéôå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

- äàíà ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç íóëåé è åäèíèö;

- îäèí õîä èãðû ñîñòîèò â âûáîðå êàêîãî-íèáóäü ýëåìåíòà ìàòðèöû, ïîñëå ÷åãî âñå íóëè â ñòðîêå è ñòîëáöå, ê
êîòîðûì ïðèíàäëåæèò ýòîò ýëåìåíò, ïðåâðàùàþòñÿ â åäèíèöû, à âñå åäèíèöû � â íóëè.

Èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîñëå íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè õîäîâ âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû ñòàíóò
íóëåâûìè (èëè åäèíè÷íûìè).

Ðåàëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýòîé çàäà÷è èìååò òàêîé âèä. Íà äâåðÿõ ñåéôà ðàñïîëîæåíû â âèäå ìàòðèöû îäèíà-
êîâîãî òèïà çàìêè. Èçâåñòíû ñîñòîÿíèÿ êàæäîãî çàìêà � îí ëèáî îòêðûòûé ëèáî çàêðûòûé. Åñëè âñòàâèòü êëþ÷ â
îäèí èç çàìêîâ è ñäåëàòü îäèí ïîâîðîò êëþ÷à, òî òàêîé æå ïîâîðîò áóäåò ñäåëàí âî âñåõ çàìêàõ òîãî æå ñòîëáèêà
è ñòðîêè. Äëÿ òîãî ÷òîáû îòêðûòü ñåéô íåîáõîäèìî íàéòè òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õîäîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ çàìêîâ,
÷òîáû ïîâîðîòàìè â íèõ êëþ÷à îòêðûòü ñåéô è ýòî ïðîèçîéäåò òîãäà, êîãäà âñå çàìêè áóäóò îòêðûòû.

Äàííàÿ çàäà÷à èìååò òàêóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó. Ïóñòü çàäàíà ìàòðèöà B = ||bij ||, i = 1, . . . ,m, j =
1, . . . , n, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç íóëåé è åäèíèö, à X = ||xij || � ðåøåíèå çàäà÷è, ïðè÷åì xij = 1, åñëè ýëåìåíò bij
ïðèíèìàåò ó÷àñòèå â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè õîäîâ, è xij = 0 â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå. Òîãäà óñëîâèå òîãî, ÷òî
ýëåìåíò bij ïðåîáðàçóåòñÿ ìàòðèöåé X â íóëü, âûðàæàåòñÿ óñëîâèåì

n∑
k=1

xik +
n∑

k=1,k ̸=i

xkj ≡ bij (mod 2). (21)

Îáîçíà÷èì x = (x11, . . . , x1n, x21, . . . , x2n, . . . , xm1, . . . , xmn) âåêòîð-ñòîëáèê, ïîëó÷åííûé èç ìàòðèöû X ïîñëå-
äîâàòåëüíîé çàïèñüþ åå ñòðîê. Àíàëîãè÷íî èç ìàòðèöû B ïîëó÷àåì âåêòîð b. Ïóñòü In � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà n× n,
ñîñòîÿùàÿ èç åäèíèö, à En � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà òîé æå ðàçìåðíîñòè. Òîãäà óñëîâèå (21) çàïèøåòñÿ â âèäå ÑËÍÄÓ
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A · x ≡ b (mod 2),

ãäå ìàòðèöà A èìååò ðàçìåð mn×mn è ñîñòîèò èç m2 êëåòîê:

A =


In En En . . . En

En In En . . . En

. . . . . . . . . . . . . . .
En En En . . . In

 ,

â êîòîðîé In � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n × n, ñîñòîÿùàÿ èç åäèíèö, à En � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà òîé æå
ðàçìåðíîñòè.

Ðàññìîòðèì êîíêðåòíûé ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ðàáîòó àëãîðèòìà â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è î ìàòåìàòè÷å-
ñêîì ñåéôå

Ïóñòü èìååì ñåéô â ïîëå F2 ñ ìàòðèöåé

B =

(
1 1 0
0 1 1

)
.

Òîãäà ìàòðèöà A ïðèíèìàåò âèä:

A =


1 1 1 1 0 0
1 1 1 0 1 0
1 1 1 0 0 1
1 0 0 1 1 1
0 1 0 1 1 1
0 0 1 1 1 1

 ,

à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÑËÍÄÓ áóäåò òàêîé:



x11 + x12 + x13 + x21 = 1,
x11 + x12 + x13 + x22 = 1,
x11 + x12 + x13 + x23 = 0,
x11 + x21 + x22 + x23 = 0,

x12 + x21 + x22 + x23 = 1,
x13 + x21 + x22 + x23 = 1.

Ïðèìåíÿÿ TSS-àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ÑËÍÄÓ, ïîëó÷àåì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (1, 0, 0, 0, 0, 1), ò. å. x11 =
1, x12 = 0, x13 = 0, x21 = 0, x22 = 0, x23 = 1. Ýòîìó ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóþò òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû B:(

1 1 0
0 1 1

)
→

(
0 0 1
1 1 1

)
→

(
0 0 0
0 0 0

)
.♠

Äëÿ èëëþñòðàöèè òîãî, êàê óñëîæíÿåòñÿ çàäà÷à î ìàòåìàòè÷åñêîì ñåéôå, ðàññìîòðèì åå â ïîëå F3 ñ ìàòðèöåé

B =

(
2 0 2 2
1 2 2 1

)
.

Òîãäà ìàòðèöà ñèñòåìû óðàâíåíèé Ax− b = 0 èìååò âèä:

A =



1 1 1 1 1 0 0 0 −2
1 1 1 1 0 1 0 0 0
1 1 1 1 0 0 1 0 −2
1 1 1 1 0 0 0 1 −2
1 0 0 0 1 1 1 1 −1
0 1 0 0 1 1 1 1 −2
0 0 1 0 1 1 1 1 −2
0 0 0 1 1 1 1 1 −1


,

Ïðèìåíÿÿ TSS-àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ÑËÍÄÓ, íàõîäèì ðåøåíèå CËÍÄÓ (0, 2, 2, 0, 0, 2, 0, 0), ò. å. x11 = 0, x12 =
2, x13 = 2, x14 = 0, x21 = 0, x22 = 2, x23 = 0, x24 = 0. Ýòîìó ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóþò òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû
B: (

2 0 2 2
1 2 2 1

)
→

(
1 2 1 1
1 1 2 1

)
→

(
0 1 0 0
1 1 1 1

)
→

(
0 0 0 0
0 0 0 0

)
.♠
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6.1.2. ßçûê ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä ïðèìàðíûìè êîëüöàìè

×àñòíûé ñëó÷àé ËÎÄÓ. Ïóñòü äàíî ËÎÄÓ

L(x) = a1x1 + . . .+ aixi + . . .+ anxn = 0, (22)

ãäå ai, xi ∈ Zm, i = 1, . . . , n, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ.

Óñëîâèå 1. Ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ ËÎÄÓ ñóùåñòâóåò êîýôôèöèåíò, êîòîðûé

âçàèìíî ïðîñò ñ ìîäóëåì m.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ýòîãî ËÎÄÓ òîæå ñïðàâåäëèâà ëåììà 3. Äîïóñòèì, ÷òî â äàííîì
ËÎÄÓ êîýôôèöèåíòîì, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1, ÿâëÿåòñÿ ïåðâûé íåíóëåâîé êî-
ýôôèöèåíò ak, k ∈ [1, n]. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ L(x) = a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn ËÎÄÓ (22).
Çàìåíèì â íåé ïåðâûé íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò ak, êîòîðûé âçàèìíî ïðîñò ñ ìîäóëåì, åãî
îòðèöàòåëüíûì äîïîëíåíèåì −bk è ïîñòðîèì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

B = {(0, . . . , aj , 0, . . . , 0, bk, 0, . . . , 0)} ∪M0,

ãäå M0 = {er : L(er) = 0}, aj ̸= 0, à bk ÿâëÿåòñÿ j-é êîîðäèíàòîé â âåêòîðàõ èç B. Ïðè÷åì,
åñëè äëÿ íåêîòîðîãî aj ÍÎÄ(aj , bk) ̸= 1, òî ñîêðàòèì êîîðäèíàòû òàêîãî âåêòîðà íà ýòîò
îáùèé äåëèòåëü. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå âåêòîðû â ìíîæåñòâå B òàêîâû,
÷òî aj è bk âçàèìíî ïðîñòû. Ïîñòðîåííîå òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâî òàêæå áóäåì íàçûâàòü
TSS. Î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîðû èç ìíîæåñòâà B ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ËÎÄÓ (22).

Ëåììà 7. Åñëè d = (0, . . . , 0, di, 0, . . . , 0, dj , 0, . . . , 0) � ðåøåíèå ËÎÄÓ (22), òî îíî ëèáî
ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì B, ëèáî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íåîòðèöàòåëüíîé ëèíåéíîé êîìáè-
íàöèè âåêòîðîâ èç B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè d ∈ B, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî. Åñëè d = (0, . . . , 0, di, 0, . . .
. . . , 0, dj , 0, . . . , 0) /∈ B, òî âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. Â ìíîæåñòâå B ñóùåñòâóþò âåêòîðû s1 = (0, . . . , 0, a′i, 0, . . . , 0, a
′
k, 0, . . . , 0) è

s2 = (0, . . . , 0, a′j , 0, . . . , 0, a
′
k, 0, . . . , 0), â êîòîðûõ a′i è a′j ÿâëÿþòñÿ k-ìè êîîðäèíàòàìè, à a′k

â s1 è s2 ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî i-é è j-é êîîðäèíàòàìè. Ïîñêîëüêó s1 è s2 � ðåøåíèÿ
ËÎÄÓ (22), òî

s = us1 + vs2 = (0, . . . , 0, aiu+ ajv, 0, . . . , 0, di, 0, . . . , 0, dj , 0, . . . , 0)

òîæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîãî ËÎÄÓ, ãäå u, v � ðåøåíèÿ ñðàâíåíèé a′kx ≡ di (mod m) è
a′ky ≡ dj (mod m) ñîîòâåòñòâåííî. Â êîëüöå Zm ðåøåíèÿ u è v åäèíñòâåííû â ñèëó âçàèìíîé
ïðîñòîòû a′k è m. Ïîêàæåì, ÷òî aiu+ ajv = 0. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì âåêòîð s â ËÎÄÓ (22):

L(s) = a′k(aiu+ ajv) + aidi + ajdj = a′k(aiu+ ajv) + 0 = a′k(aiu+ ajv) = 0.

Ïîñêîëüêó a′k ̸= 0 è íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ, òî aiu + ajv = 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü
ïîêàçàòü.

Ñëó÷àé 2. Â ìíîæåñòâå B ñóùåñòâóåò âåêòîð s1 = (0, . . . , 0, a′i, 0, . . . , 0, a
′
k, 0, . . . , 0). Ðàñ-

ñìîòðèì âåêòîð

s = ys1 = (0, . . . , 0, ya′i, 0, . . . , 0, dj , 0, . . . , 0),

ãäå y � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ a′ky ≡ dj (mod m). Ïîñêîëüêó x è s � ðåøåíèÿ
ËÎÄÓ (22), òî d−s òîæå áóäåò ðåøåíèåì ýòîãî ËÎÄÓ, ò. å. d−s = (0, . . . , 0, di−a′iy, 0, . . . , 0)
è L(d− s) = a′k(di − a′iy) = 0. Òàê êàê a′k ̸= 0 è íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ, òî di = a′iy. �
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Òåîðåìà 11.Ìíîæåñòâî B ðåøåíèé ËÎÄÓ (22), ïîñòðîåííîå êîìáèíèðîâàíèåì äîïîë-
íåíèÿ ïåðâîãî íåíóëåâîãî êîýôôèöèåíòà, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ 1 è âçÿòîãî ñ îòðè-
öàòåëüíûì çíàêîì, ñ îñòàëüíûìè íåíóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè è ïîïîëíåííîå âåêòîðà-
ìè êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò íóëåâûì êîýôôèöèåíòàì ËÎÄÓ (22),
ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé ýòîãî ËÎÄÓ.

Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå l3, ãäå l = max(t, n), t = logm �
êîëè÷åñòâî äâîè÷íûõ ðàçðÿäîâ ÷èñëà m, à n � êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ â ËÎÄÓ.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî ÷èñëó k íåíóëåâûõ êîîðäèíàò â ðåøåíèè
ËÎÄÓ. Ïóñòü x = (x1, x2, . . . , xn) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ËÎÄÓ (22).

Áàçèñ èíäóêöèè. Åñëè k = 1, òî x äîëæåí ñîâïàäàòü ñ îäíèì èç âåêòîðîâ êàíîíè÷åñêîãî
áàçèñà (êîòîðûé ïî ïîñòðîåíèþ ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì B) èëè ñîâïàäàòü ñ îäíèì èç âåêòîðîâ,
ó êîòîðîãî íåíóëåâàÿ êîîðäèíàòà ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ â êîëüöå Zm. Ïåðâûé ñëó÷àé
î÷åâèäåí. Âî âòîðîì ñëó÷àå âåêòîð èìååò âèä (0, . . . , 0, cj , 0, . . . , 0). Âûáåðåì ðåøåíèå èç
B, â êîòîðîì j-ÿ êîîðäèíàòà a′k íå ðàâíà íóëþ (òàêîå ðåøåíèå äîëæíî ñóùåñòâîâàòü ïî
ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâà B). Ïóñòü ýòî áóäåò âåêòîð s1 = (0, . . . , 0, a′i, 0, . . . , 0, a

′
k, 0, . . . , 0).

Ðàññìîòðèì âåêòîð z = ys1, ãäå y � ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ a′ky ≡ cj (mod m) (òàêîå ðåøåíèå
ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî â ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû a′k è m). Íî òîãäà âåêòîð z − x áóäåò
èìåòü åäèíñòâåííóþ íåíóëåâóþ êîîðäèíàòó ya′i è ïðè ïîäñòàíîâêå åãî â L(x) ïîëó÷àåì
ya′iakn ≡ 0 (mod m), ò. å. ÷èñëî cja

′
i = 0 (mod m). Ñëåäîâàòåëüíî, x = z.

Ïðè k = 2 ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû âûòåêàåò èç ëåììû 7.

Øàã èíäóêöèè. Äîïóñòèì, ÷òî òåîðåìà âåðíà äëÿ âñåõ 1 ≤ k < n è âåêòîð-ðåøåíèå x èìå-
åò n íåíóëåâûõ êîîðäèíàò. Ðàññìîòðèì íåíóëåâûå êîîðäèíàòû xi, xj âåêòîðà x. Âîçìîæíû
òàêèå ñëó÷àè.

Ñëó÷àé 1. Â B ñóùåñòâóåò âåêòîð êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà s ñ i-é êîîðäèíàòîé ðàâíîé
åäèíèöå. Òîãäà âåêòîð y = x−xis áóäåò èìåòü n−1 íåíóëåâûõ êîîðäèíàò. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè äëÿ ýòîãî âåêòîðà ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå x − xis = d1e1 + . . . + dpep, ãäå
ei ∈ B, i = 1, . . . , p. Íî òîãäà x = xis+ d1e1 + . . .+ dpep.

Ñëó÷àé 2. Â B ñóùåñòâóåò âåêòîð êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà s ñ åäèíñòâåííîé íåíóëåâîé j-é
êîîðäèíàòîé ðàâíîé a, ò. å. a � äåëèòåëü íóëÿ â Zm. Âûáåðåì ðåøåíèå èç B, â êîòîðîì j-ÿ êî-
îðäèíàòà a′k íå ðàâíà íóëþ (òàêîå ðåøåíèå äîëæíî ñóùåñòâîâàòü ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâà
B). Ïóñòü ýòî áóäåò âåêòîð s1 = (0, . . . , 0, a′i, 0, . . . , 0, a

′
k, 0, . . . , 0). Ðàññìîòðèì âåêòîð z = ds1,

ãäå d � ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ a′ky ≡ cj (mod m) (òàêîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî â
ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû a′k è m). Íî òîãäà âåêòîð x − z áóäåò èìåòü íà îäíó íåíóëåâóþ
êîîðäèíàòó ìåíüøå, ÷åì x. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè âåêòîð x− z èìååò ïðåäñòàâëåíèå
(îòðèöàòåëüíûå êîîðäèíàòû çàìåíÿþòñÿ ñâîèìè ïîëîæèòåëüíûìè äîïîëíåíèÿìè)

x− z = d1e1 + . . .+ dpep èëè x = ds1 + d1e1 + . . .+ dpep.

Ñëó÷àé 3. Â B ñóùåñòâóåò âåêòîð s = (0, . . . , 0, a′j , 0, . . . , 0, a
′
k, 0, . . . , 0) ñ k-é è j-é íåíó-

ëåâûìè êîîðäèíàòàìè. Ðàññìîòðèì âåêòîð

x− us = (x1, . . . , xk−1, xk − ua′j , xk+1, . . . , 0, . . . , xn),

ãäå u � ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ a′ku ≡ xj (mod m). Ïîñòðîåííûé âåêòîð èìååò n− 1 íåíóëåâûõ
êîîðäèíàò, è ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ïîëó÷àåì, ÷òî

x− us = d1e1 + . . .+ dpep èëè x = us+ d1e1 + . . .+ dpep.

Ñëó÷àé 4. Â B ñóùåñòâóþò âåêòîðû s1 = (0, . . . , 0, a′i, 0, . . . , 0, a
′
k, 0, . . . , 0) è s2 = (0, . . . ,

0, a′j , 0, . . . , 0, a
′
k, 0, . . . , 0) ñ i-é, j-é è k-é íåíóëåâûìè êîîðäèíàòàìè. Ïîñòðîèì âåêòîð
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s = a′js1 − a′is2 = (0, . . . , 0, a′ka
′
j , 0, . . . , 0,−a′ka

′
i, 0, . . . , 0),

ó êîòîðîãî ïîñëå çàìåíû −a′ka
′
i åãî ïîëîæèòåëüíûì äîïîëíåíèåì íåíóëåâûìè êîîðäèíàòà-

ìè áóäóò êîîðäèíàòû ñ íîìåðàìè i è j. Î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîð s ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ËÎ-
ÄÓ (22), è òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 7 îí âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîðû èç ìíîæåñòâà B. Ïóñòü
s′ = (0, . . . , 0, bj , 0, . . . , 0, bi, 0, . . . , 0) è s′ = d1e1 + . . . + drer ýòî ïðåäñòàâëåíèå. Äàëåå äîêà-
çàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ 3, ðàññìîòðåííîì âûøå.

Ïðè ïîëó÷åíèè îöåíêè ñëîæíîñòè ýëåìåíòàðíûìè ñ÷èòàþòñÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è âû-
÷èòàíèÿ (àðèôìåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü âûïîëíåíèÿ êîòîðûõ ïðîïîðöèîíàëüíà t). Ïðè ïî-
ñòðîåíèè ìíîæåñòâà TSS äëÿ ËÎÄÓ âû÷èñëÿåòñÿ n − 1 âåêòîð è íå áîëüøå, ÷åì n − 1
ðàç âû÷èñëÿåòñÿ ÍÎÄ äâóõ ÷èñåë â êîëüöå Zm. Ïîñòðîåíèå âåêòîðîâ òðåáóåò, î÷åâèäíî, íå
áîëåå ÷åì n · (n− 1) øàãîâ, à ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ÍÎÄ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Ýâêëèäà
ïðîïîðöèîíàëüíà t2, ãäå t � ðàçðÿäíîñòü ÷èñåë â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè, äëÿ êîòîðûõ
âû÷èñëÿåòñÿ ÍÎÄ [7]. Ñóììèðóÿ âñå ýòè âåëè÷èíû, ïîëó÷àåì l3, ãäå l = max(t, n). �

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè ìîäóëü m ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì, òî ìíîæåñòâî B ðåøåíèé
ËÎÄÓ (22) ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé ýòîãî ËÎÄÓ.

Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå l3, ãäå l = max(t, n), t = logm �
÷èñëî äâîè÷íûõ ðàçðÿäîâ ïðîñòîãî ÷èñëà m, à n � êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ â ËÎÄÓ [7].

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìîäóëü m � ïðîñòîå ÷èñëî, òî óñëîâèå 1 âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷å-
ñêè.

Ïðèìåð 11. Ïîñòðîèòü áàçèñ ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé ËÎÄÓ 2x1 + 5x2 + 7x3 + 3x4 + 6x5 = 0 â êîëüöå Z12.

Ðåøåíèå. Âûáèðàåì íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò 7, êîòîðûé âçàèìíî ïðîñò ñ ìîäóëåì 12, çàìåíÿåì åãî äîïîëíåíèåì

-5 è ïîëó÷àåì ËÎÄÓ âèäà 2x1 +5x2 − 5x3 +3x4 +6x5 = 0. Ïðèìåíÿÿ TSS-ìåòîä, ïîëó÷àåì òàêèå áàçèñíûå ðåøåíèÿ:

e1 = (5, 0, 2, 0, 0), e2 = (0, 1, 1, 0, 0), e3 = (0, 0, 3, 5, 0), e4 = (0, 0, 6, 0, 5). ♠

Ñëó÷àé ËÍÄÓ. Ïóñòü äàíî ËÍÄÓ

a1x1 + . . .+ akxk + . . .+ anxn = b, (23)

ó êîòîðîãî êîýôôèöèåíò ak âçàèìíî ïðîñò ñ ìîäóëåì m. Íàéäåì ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ

aky ≡ b (mod m),

êîòîðîå ïðè äàííûõ óñëîâèÿõ áóäåò åäèíñòâåííûì. Ïóñòü ýòèì ÷èñëîì áóäåò c, ò. å. âåê-
òîð x1 = (0, . . . , 0, c, 0, . . . , 0) áóäåò ðåøåíèåì (23). Ïðèìåíÿÿ TSS-ìåòîä ê ËÎÄÓ, êîòîðîå
ñîîòâåòñòâóåò (23), íàõîäèì áàçèñ B ìíîæåñòâà åãî ðåøåíèé.

Ïóñòü x1 = (c1, c2, . . . , cn) � íåêîòîðîå ÷àñòíîå ðåøåíèå (23), íàéäåííîå îïèñàííûì âûøå
ñïîñîáîì, à B = {e1, e2, . . . , em} � áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ËÎÄÓ

a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn = 0. (24)

Òåîðåìà 12. Ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ËÍÄÓ (23) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå u = x1+
m∑
i=1

biei,

ãäå x1 � ÷àñòíîå ðåøåíèå ËÍÄÓ (23), à e1, . . . , em � áàçèñíûå âåêòîðû ìíîæåñòâà ðåøåíèé
ËÎÄÓ (24), êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ËÍÄÓ (23).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u = (u1, u2, . . . , un) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ËÍÄÓ (23),
à B = {e1, e2, . . . , em} � áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ËÎÄÓ, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò (23).
Ðàññìîòðèì âåêòîð y = u − x1 = (d1, d2, . . . , dn). Åñëè íåêîòîðûå êîîðäèíàòû â âåêòîðå y
ñòàëè îòðèöàòåëüíûìè, òî çàìåíèì èõ ïîëîæèòåëüíûìè äîïîëíåíèÿìè. Âåêòîð y ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì ËÎÄÓ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íåîòðèöàòåëüíîé ëèíåéíîé êîì-

áèíàöèè âåêòîðîâ èç B, ò. å. y =
m∑
i=1

biei, ei ∈ B, i = 1, 2, . . . ,m. Íî òîãäà u = x1 +
m∑
i=1

biei. �

Ïðèìåð 12. Íàéòè â êîëüöå F12 îáùåå ðåøåíèå ËÍÄÓ 2x+ 3y + 5z + 6u+ 4v = 7.

Ðåøåíèå. Âûáèðàåì íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò a3 = 5, êîòîðûé âçàèìíî ïðîñò ñ 12. Ðåøàåì ñðàâíåíèå 5s ≡
7 (mod 12). Ðåøåíèåì ýòîãî ñðàâíåíèÿ åñòü s = 11. Òîãäà âåêòîð x1 = (0, 0, 11, 0, 0) ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ÷àñòíûì
ðåøåíèåì ËÍÄÓ.

Íàéäåì áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ËÎÄÓ 2x+ 3y + 5z + 6u+ 4v = 0. Ñ ýòîé öåëüþ çàìåíèì êîýôôèöèåíò 5 åãî
äîïîëíåíèåì -7 è ïîñòðîèì áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ËÎÄÓ 2x + 3y − 7z + 6u + 4v = 0. Ýòèìè ðåøåíèÿìè áóäóò
âåêòîðû

e1 = (7, 0, 2, 0, 0), e2 = (0, 7, 3, 0, 0), e3 = (0, 0, 6, 7, 0), e4 = (0, 0, 4, 0, 7).

Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå äàííîãî ËÍÄÓ áóäåò èìåòü âèä

x = x1 + b1e1 + b2e2 + b3e3 + b4e4.

Íàïðèìåð, ïðè b1 = 2, b2 = 7, b3 = b4 = 0 ïîëó÷àåì u = (2, 1, 0, 0, 0). ♠

Îáùèé ñëó÷àé ËÎÄÓ íàä ïðèìàðíûìè êîëüöàìè. Ðàññìîòðèì ËÎÄÓ íàä ïðè-
ìàðíûì êîëüöîì Zm

L(x) = a1x1 + . . .+ aixi + . . .+ anxn = 0, (25)

ãäå ai, xi ∈ Zm, m = pk, k > 1, k ∈ N , i = 1, . . . , n. Ïóñòü ÍÎÄ(a1, a2, . . . , an,m) = pu, òîãäà,
ñîêðàùàÿ (25) íà pu, ïîëó÷àåì ËÎÄÓ

b1x1 + b2x2 + . . .+ bnxn = 0 (26)

íàä ïðèìàðíûì êîëüöîì Zm′ , ãäå m′ = pv, v = k − u. Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå îáëàäàåò òåì
ñâîéñòâîì, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå ËÎÄÓ (25) áóäåò ðåøåíèåì ËÎÄÓ (26). Îáðàòíîå óòâåð-
æäåíèå íå èìååò ìåñòà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü b1 â (26) âçàèìíî ïðîñò ñ ìîäóëåì m′. Òîãäà
ñòðîèì TSS ýòîãî ËÎÄÓ, êîòîðîå â ñèëó òåîðåìû 11 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì åãî ìíîæåñòâà ðå-
øåíèé:

s1 = (b2, c, 0, 0, 0, . . . , 0), s2 = (b3, 0, c, 0, , 0 . . . , 0),

s3 = (b4, 0, 0, c, 0, . . . , 0), . . . , sn−1 = (bn, 0, 0, 0, . . . , 0, c),

ãäå c = b1 − pv � äîïîëíåíèå êîýôôèöèåíòà b1. Ïîñêîëüêó êîëüöî Zm ñ äåëèòåëÿìè íóëÿ,
òî î÷åâèäíûì ðåøåíèåì (25) áóäåò âåêòîð sn = (pv, 0, 0, . . . , 0), êîòîðûé íå âûðàæàåòñÿ
íåîòðèöàòåëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ èç TSS, òàê êàê c · x ≡ 0 (mod pv) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = pv â ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû c è pv.

Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 13. TSS óðàâíåíèÿ (26), ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ êîòîðîãî åñòü êîýôôèöèåíò
óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ 1, äîïîëíåííîå âåêòîðîì sn = (pv, 0, 0, . . . , 0), ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì
ìíîæåñòâà ðåøåíèé ËÎÄÓ (25).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x = (d1, d2, . . . , dn) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ËÎÄÓ (25). Ïî-
ñòðîèì âåêòîð y = c1s1 + c2s2 + . . . + cn−1sn−1 = (c1b2 + . . . + cn−1bn, d2, . . . , dn), ò. å.
di ≡ ci · c (mod m′), i = 2, . . . , n, c = b1 − pv, è ðàññìîòðèì âåêòîð
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y − x− cnsn = (c1b2 + . . .+ cn−1bn − d′1, 0, . . . , 0) = (c1b2 + . . . , cn−1bn + d′′1, 0, . . . , 0),

ãäå d′′1 � äîïîëíåíèå d′1cn ≡ d′′1 (mod m′). Ïîëó÷åííûé âåêòîð ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (25), à
ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (26). Ïðåäñòàâèì d′′1 â âèäå b1d, ãäå b1d ≡ d′′1 (mod pv)
(òàêîå ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî â ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû b1 è pv). Òîãäà y− x− cnsn =
(c1b2 + . . .+ cn−1bn + b1d

′′, 0, . . . , 0), è ïîñëå ïîäñòàíîâêè y − x â ËÎÄÓ (26) ïîëó÷àåì

b1(b1d
′′ + b2c1 + . . . , bncn−1) ≡ 0 (mod pv).

Ñëåäîâàòåëüíî, âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

à) b1d
′′ + b2c1 + . . . , bncn−1 = gpl ≡ 0 (mod pk);

á) b1d
′′ + b2c1 + . . . , bncn−1 = gpl ̸≡ 0 (mod pk).

Â ñëó÷àå à) äîêàçûâàòü íå÷åãî. Â ñëó÷àå á) äëÿ îêîí÷àòåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðà
x íåîáõîäèìî èç âåêòîðà x−y âû÷åñòü âåêòîð gsn: x−y− (cn+g)sn = 0 è x = y+(cn+g)sn.
�

Åñëè äëÿ ËÎÄÓ íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 1, òî ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ. Ýòî ñëåäóåò
èç òàêîãî ïðîñòîãî óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 8. ËÎÄÓ (26) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1, ò. å. â ýòîì óðàâíåíèè ñóùåñòâóåò
ïî êðàéíåé ìåðå îäèí êîýôôèöèåíò, êîòîðûé âçàèìíî ïðîñò ñ ìîäóëåì pk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò ai ËÎÄÓ (25). Åñ-
ëè ai è m âçàèìíî ïðîñòûå, òî äîêàçàòåëüñòâî íå òðåáóåòñÿ. Åñëè òàêîâûõ êîýôôèöèåíòîâ
íåò, ò. å. ÍÎÄ(a1, a2, . . . , an,m) = pu, u < k, òî ñîêðàùàÿ íà pu êîýôôèöèåíòû è ìîäóëü,
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå, ýêâèâàëåíòíîå èñõîäíîìó, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 1. �

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ËÎÄÓ (26) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1. Òîãäà áàçèñ ìíîæåñòâà
ðåøåíèé ïðåîáðàçîâàííîãî ËÎÄÓ ñòðîèòñÿ TSS-àëãîðèòìîì.

TSS-ìåòîä ðåøåíèÿ ÑËÎÄÓ. Èç âûøåïðèâåäåííûõ òåîðåì ñëåäóåò òàêàÿ ïðî-
öåäóðà ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÑËÎÄÓ (19) íàä ïðèìàðíûì êîëüöîì
Zm. Îíà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ËÎÄÓ â ïðèìàðíîì êîëüöå Zm ñ ïîìîùüþ TSS-ìåòîäà.
Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðàõ.

Ïðèìåð 13. à) Ïîñòðîèòü áàçèñ ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé â êîëüöå Z8 äëÿ ÑËÎÄÓ

S =

 2x + 3y + 8z + 6u + 4v = 0,
4x + 6y + 2z + 3u + 2v = 0,
2x + 3y + 2z + 2u + 8v = 0.

Ðåøåíèå. Â ðåçóëüòàòå ïðèâåäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû ïîëó÷àåì ÑËÎÄÓ:

S1 =

 L1 = 2x + 3y + 0z + 6u + 4v = 0,
L2 = 4x + 6y + 2z + 3u + 2v = 0,
L3 = 2x + 3y + 2z + 2u + 0v = 0.

Ñòðîèì áàçèñ B ÑËÎÄÓ S1, âûáèðàÿ êîýôôèöèåíò a12 = 3 è åãî äîïîëíåíèå b = −5:

B1 = {e1 = (5, 2, 0, 0, 0), e2 = (0, 0, 1, 0, 0), e3 = (0, 6, 0, 5, 0), e4 = (0, 4, 0, 0, 5)}.

Çíà÷åíèÿ L2 íà âåêòîðàõ èç B1: 0, 2, 3, 2. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 0d1 + 2d2 + 3d3 + 2d2 = 0 (mod 8), êîòîðîå èìååò
áàçèñíûå ðåøåíèÿ (1,0,0), (0,5,2,0), (0,0,2,5). Ýòèì ðåøåíèÿì ñîîòâåòñòâóþò áàçèñíûå âåêòîðû

B2 = {s1 = 1 · e1 = (5, 2, 0, 0, 0), s2 = 5e2 + 2e3 = (0, 4, 5, 2, 0), s3 = 2e3 + 5e4 = (0, 0, 0, 2, 1)}.

Çíà÷åíèÿ L2 íà âåêòîðàõ èç B2: 0, 2, 4. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 0d1+2d2+4d3 = 0 (mod 8), êîòîðîå èìååò ðåøåíèÿ (1,0,0),
(0,2,3) è (0,4,0) (ïîñêîëüêó ÍÎÄ(2,4) = 2). Ýòèì ðåøåíèÿì ñîîòâåòñòâóþò áàçèñíûå âåêòîðû èñõîäíîé ñèñòåìû S
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B = {v1 = 1 · s1 = (5, 2, 0, 0, 0), v2 = 4s2 = (0, 0, 4, 0, 0), v3 = 2s2 + 3s3 = (0, 0, 2, 2, 3)}.

á) Ïîñòðîèòü áàçèñ ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé â êîëüöå Z24 äëÿ ÑËÎÄÓ

S =

 2x + 3y + 8z + 6u + 4v = 0,
4x + 6y + 2z + 3u + 2v = 0,
2x + 3y + 2z + 2u + 8v = 0.

Ðåøåíèå. Â ðåçóëüòàòå ðàçëîæåíèÿ ìîäóëÿ m = 24 = 3 · 8 ïîëó÷àåì äâå ÑËÎÄÓ:

S1 =

 L11 = 2x + 0y + 0z + 0u + 1v = 0,
L12 = 1x + 0y + 2z + 0u + 2v = 0,
L13 = 2x + 0y + 2z + 2u + 2v = 0

è

S2 =

 L21 = 2x + 3y + 0z + 6u + 4v = 0,
L22 = 4x + 6y + 2z + 3u + 2v = 0,
L23 = 2x + 3y + 2z + 2u + 0v = 0.

Ðåøåíèÿ ÑËÎÄÓ S1 íàõîäèì â ïîëå F3, à ÑËÎÄÓ S2 � â ïðèìàðíîì êîëüöå Z8.

Ñòðîèì áàçèñ B1 ÑËÎÄÓ S1:

B11 = {(2, 0, 1, 0, 0), (0, 1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 0, 1)}.

Çíà÷åíèÿ L12 íà âåêòîðàõ èç B11: 1,0,0,0. Òîãäà

B12 = {(0, 1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 0, 1)}.

Çíà÷åíèÿ L13 íà âåêòîðàõ èç B12: 0,2,1. Òîãäà

B1 = B13 = {(0, 1, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 1, 1)}.

Áàçèñ B2 ÑËÎÄÓ S2 áûë ïîñòðîåí âûøå â ïóíêòå à):

B2 = {(5, 2, 0, 0, 0), (0, 0, 2, 2, 3)} ∪ {(0, 0, 4, 0, 0)}.

Òàêèì îáðàçîì îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé èñõîäíîé ÑËÎÄÓ

B = 8 ·B1 ∪ 3 ·B2 = {(0, 8, 0, 0, 0), (8, 0, 0, 8, 8), (15, 6, 0, 0, 0), (0, 0, 6, 6, 9), (0, 0, 12, 0, 0)}. ♠

Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè ìîäóëü m èìååò ðàçëîæåíèå, ñîäåðæàùåå áîëüøå äâóõ ñîìíî-
æèòåëåé, ò. å. m = pk11 pk22 . . . pkrr , òî ïîëó÷àåì r ïîäñèñòåì. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî
àðèôìåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ äâîè÷íûõ ÷èñåë
â êîëüöå Zm ïðîïîðöèîíàëüíà t (t � ìàêñèìàëüíàÿ ðàçðÿäíîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ äâîè÷-
íûõ ÷èñåë), îïåðàöèé óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ, êàê è âû÷èñëåíèÿ ÍÎÄ äâóõ ÷èñåë, ìåíüøèõm
ïðîïîðöèîíàëüíà t2, òî àðèôìåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ìíîæåñòâà ðåøåíèé
ÑËÎÄÓ èìååò âèä:

� l3 � ðåøåíèå îäíîãî ËÎÄÓ è ðåøåíèå îäíîãî ïðîìåæóòî÷íîãî ËÎÄÓ;

� n2l3 � âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé è ñîêðàùåíèå íà ÍÎÄ L(x).

� n2l3 � ïîñòðîåíèå êîìáèíàöèé âåêòîðîâ, ñîñòàâëÿþùèõ áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ËÎ-
ÄÓ (l = max(n, t)).

Òàêèì îáðàçîì, àðèôìåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü ïåðåõîäà îò ïðåäûäóùåãî ê ïîñëåäóþùåìó
ËÎÄÓ â îäíîé ïîäñèñòåìå ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå l5, ãäå l = max(n, t), t = logm. Òàêàÿ
ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ r ðàç è â ðåçóëüòàòå èìååì O(l6), ãäå l = max(n, t, r). Èíûìè ñëîâàìè
èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 14. Ìíîæåñòâî B, ïîñòðîåííîå TSS-ìåòîäîì, ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ìíîæå-
ñòâà ðåøåíèé ÑËÎÄÓ (19). Àðèôìåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ B ïðîïîðöèîíàëüíà
âåëè÷èíå O(l6), ãäå l = max(n, t, r).
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TSS-ìåòîä ðåøåíèÿ ÑËÍÄÓ. Ïîñòðîåíèå áàçèñà ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÑËÍÄÓ
ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ÑËÍÄÓ è áàçèñà ìíîæåñòâà ðåøåíèé ïðèâåäåííîé
ÑËÎÄÓ. Ýòî ïîñòðîåíèå âûïîëíÿåòñÿ ïóòåì ïåðåõîäà ê ðàñøèðåííîé ÑËÎÄÓ, ó êîòîðîé
ê èñõîäíîé ÑËÎÄÓ äîáàâëÿåòñÿ ñòîëáèê èç ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ñ äîïîëíèòåëüíîé íåèçâåñò-
íîé. Ïîñòðîèâ áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé òàêîé ÑËÎÄÓ, âûäåëÿåì áàçèñíûå ðåøåíèÿ, ó
êîòîðûõ ïîñëåäíÿÿ êîîðäèíàòà (îíà ñîîòâåòñòâóåò äîïîëíèòåëüíîé íåèçâåñòíîé) îòëè÷íà
îò íóëÿ. Åñëè òàêîé êîîðäèíàòû íåò, òî èñõîäíàÿ ÑËÍÄÓ íåñîâìåñòíà. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ñîñòàâëÿåòñÿ óðàâíåíèå âèäà c1z1 + . . .+ crzr = 1 (mod m), ãäå c1, . . . , cr � çíà÷åíèÿ
íåíóëåâûõ êîîðäèíàò âûäåëåííûõ âåêòîðîâ. Åñëè ýòî óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé, òî
èñõîäíàÿ ÑËÍÄÓ íåñîâìåñòíà, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïî îäíîìó èç åãî ðåøåíèé ñòðîèì
÷àñòíîå ðåøåíèå ÑËÍÄÓ, êîòîðîå âìåñòå ñ áàçèñíûìè ðåøåíèÿìè ÑËÎÄÓ, êîòîðàÿ
ñîîòâåòñòâóåò äàííîé ÑËÍÄÓ, áóäóò ñîñòàâëÿòü áàçèñ ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé èñõîäíîé
ÑËÍÄÓ.

Ïðèìåð 14. Íàéòè áàçèñ ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé â êîëüöå Z24 äëÿ ÑËÍÄÓ

S =

 2x + 3y + 8z + 6u = 20,
4x + 6y + 2z + 3u = 22,
2x + 3y + 2z + 2u = 16.

Ðåøåíèå. Îò ýòîé ÑËÍÄÓ ïåðåõîäèì ê ðàñøèðåííîé ÑËÎÄÓ

S =

 2x + 3y + 8z + 6u + 4v = 0,
4x + 6y + 2z + 3u + 2v = 0,
2x + 3y + 2z + 2u + 8v = 0,

ó êîòîðîé ïîñëåäíèé ñòîëáèê ñîîòâåòñòâóåò ñâîáîäíûì ÷ëåíàì ñ äîïîëíèòåëüíîé íåèçâåñòíîé v. Áàçèñ ìíîæåñòâà
ðåøåíèé äàííîé ÑËÎÄÓ áûë íàéäåí â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå

B = 8 ·B1 ∪ 3 ·B2 = {(0, 8, 0, 0, 0), (8, 0, 0, 8, 8), (15, 6, 0, 0, 0), (0, 0, 6, 6, 9), (0, 0, 12, 0, 0)}.

Âûäåëÿåì âåêòîð (8,0,0,8,8) è âåêòîð (0,0,6,6,9) ñ íåíóëåâûìè ïîñëåäíèìè êîîðäèíàòàìè è ñòðîèì óðàâíåíèå 8x +
9y = 1 (mod 24) ïî ïîñëåäíèì êîîðäèíàòàì âûäåëåííûõ âåêòîðîâ. Ýòî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå (-1,1) = (23,1),
êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòíîå ðåøåíèå èñõîäíîé ÑËÎÄÍ x1 = (16, 0, 6, 22). Òîãäà îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîé ÑËÍÄÓ
ïðèíèìàåò âèä:

x = x1 + a(0, 8, 0, 0, 0) + b(15, 6, 0, 0, 0) + c(0, 0, 12, 0),

ãäå a, b, c ∈ Z24 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. ♠

Ìîæíî ïðåäëîæèòü è òàêîé ñïîñîá ïîèñêà îáùåãî ðåøåíèÿ ÑËÍÄÓ, êîòîðûé ïðåäñòà-
âèì â âèäå òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè øàãîâ:

1) i = 1;

2) Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå x1 ËÍÄÓ Li(x) = bi. Åñëè x1 íå ñóùåñòâóåò, òî (ÑÒÎÏ:
ðåøåíèé íåò), èíà÷å íà øàã 3);

3) Ïîñòðîèòü áàçèñ Bi = {ei1, ei2, . . . , eiw} ËÎÄÓ, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ËÍÄÓ Li(x) =
bi;

4) Íàéòè çíà÷åíèÿ c = Li+1(x
1) è c1 = Li+1(ei1), . . . , cw = Li+1(eiw), ãäå eij ∈ Bi, j =

1, 2, . . . , w;

5) Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå y1 ËÍÄÓ

c1y1 + . . .+ cwyw = bi+1 − c. (27)

Åñëè y1 íå ñóùåñòâóåò, òî (ÑÒÎÏ: ðåøåíèé íåò), èíà÷å íà øàã 6);

6) Ïîñòðîèòü áàçèñ B′
i ËÎÄÓ, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò (27);
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7) Ïîñòðîèòü áàçèñ Bi+1 äëÿ ËÍÄÓ Li+1(x) = bi+1 èñõîäÿ èç B′
i;

8) Åñëè i+ 1 < r, òî (i = i+ 1; íà 4)), èíà÷å (ÑÒÎÏ: ïå÷àòü Bi+1.

Ïðàâèëüíîñòü ýòîé ïðîöåäóðû ñëåäóåò èç äîêàçàííûõ âûøå òåîðåì è ëåìì.

Ïðèìåð 15. à) Íàéòè â êîëüöå Z12 îáùåå ðåøåíèå ÑËÍÄÓ

S =

{
2x1 + 3x2 + 8x3 + 6x4 + 4x5 = 8
4x1 + 3x2 + 6x3 + 6x4 + 8x5 = 6

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó ðàçëîæåíèå 12 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè èìååò âèä m = 12 = 3 · 4, òî ïîñòðîåíèå îáùåãî
ðåøåíèÿ ïåðâîãî ËÍÄÓ ñèñòåìû S ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ åãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ è ïîñòðîåíèÿ â êîëüöå Z12 áàçèñà
ËÎÄÓ âèäà

2x1 + 3x2 + 8x3 + 6x4 + 4x5 = 0.

Î÷åâèäíûì ðåøåíèåì ËÍÄÓ ÿâëÿåòñÿ âåêòîð x1 = (4, 4, 0, 0, 0), à ïîñòðîåíèå áàçèñà ìíîæåñòâà ðåøåíèé ËÎÄÓ
â êîëüöå Z12 ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äâóõ ËÎÄÓ ñîîòâåòñòâåííî â ïîëå F3 è â ïðèìàðíîì êîëüöå Z4 âèäà

2x1 + 0x2 + 2x3 + 0x4 + 1x5 = 0,

2x1 + 3x2 + 0x3 + 2x4 + 0x5 = 0.

Áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñîñòàâëÿþò âåêòîðû

(2,0,1,0,0), (0,1,0,0,0), (0,0,0,1,0), (1,0,0,0,1),

à áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñîñòàâëÿþò âåêòîðû

(1,2,0,0,0), (0,2,0,1,0), (0,0,1,0,0), (0,0,0,0,1).

Çíà÷åíèÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ íà âåêòîðàõ èç ïåðâîãî áàçèñà ðàâíû: 0, 3, 2, 2, à çíà÷åíèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íà âåêòîðàõ
èç âòîðîãî áàçèñà ðàâíû: 2, 0, 2, 1. Ñëåäîâàòåëüíî, áàçèñ B1 èñõîäíîãî ËÎÄÓ âêëþ÷àåò âåêòîðû

(2,0,1,0,0), (0,4,0,0,0), (0,0,0,2,0), (2,0,0,0,2), (3,6,0,0,0), (0,2,0,1,0), (0,0,3,0,0), (0,0,0,0,3).

Òîãäà îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî ËÍÄÓ èìååò âèä

x = x1 +
8∑

i=1
aiei,

ãäå ei ∈ B1, i = 1, . . . , 8.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âåêòîðû âî âòîðîå óðàâíåíèå èñõîäíîé ÑËÍÄÓ, ïîëó÷àåì òàêèå çíà÷åíèÿ L2(x1) = 4, à
íà îñòàëüíûõ âåêòîðàõ ñîîòâåòñòâåííî 2,0,0,0,6,0,6,0. Ñòðîèì óðàâíåíèå (äëÿ óïðîùåíèÿ îïóùåíû íóëåâûå êîýôôè-
öèåíòû)

2y1 + 6y2 + 6y3 = 6− 4 = 2 èëè y1 + 3y2 + 3y3 = 1 â êîëüöå Z6.

Ðåøåíèÿìè ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ áóäóò âåêòîðû (3, 0, 5), (3, 5, 0) è ÷àñòíîå ðåøåíèå y1 = (1, 0, 0). Ýòèì âåêòîðàì
ñîîòâåòñòâóþò òàêèå ðåäóöèðîâàííûå âåêòîðû:

x1 = (0, 0, 1, 0, 0), s1 = (3, 2, 3, 0, 0), s2 = (0, 0, 6, 0, 0), s3 = (0, 2, 0, 1, 0), s4 = (0, 0, 0, 0, 3), s5 = (2, 0, 0, 0, 2).

Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîé ÑËÍÄÓ èìååò âèä

x = x1 +
5∑

i=1
aisi.

á) Íàéòè â êîëüöå Z12 îáùåå ðåøåíèå ÑËÍÄÓ

S =

{
2x1 + 3x2 + 8x3 + 6x4 + 4x5 = 8,
4x1 + 3x2 + 6x3 + 6x4 + 8x5 = 5.

Ðåøåíèå. Îáùåå ðåøåíèå ïåðâîãî ËÍÄÓ áûëî íàéäåíî â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå:

x = x1 +
8∑

i=1
aiei,

ãäå x1 = (4, 4, 0, 0, 0), à
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e1 = (2, 0, 1, 0, 0), e2 = (0, 4, 0, 0, 0), e3 = (0, 0, 0, 2, 0), e4 = (2, 0, 0, 0, 2),

e5 = (3, 6, 0, 0, 0), e6 = (0, 2, 0, 1, 0), e7 = (0, 0, 3, 0, 0), e8 = (0, 0, 0, 0, 3).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âåêòîðû âî âòîðîå óðàâíåíèÿ ÑËÍÄÓ, ïîëó÷àåì òàêèå çíà÷åíèÿ: L2(x1) = 4, à íà îñòàëüíûõ

âåêòîðàõ � çíà÷åíèÿ 2, 0, 0, 0, 6, 0, 6, 0. Ñòðîèì óðàâíåíèå (äëÿ óïðîùåíèÿ îïóùåíû íóëåâûå êîýôôèöèåíòû)

2y1 + 6y2 + 6y3 = 5 − 4 = 1. Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé, ïîñêîëüêó íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìî-

äóëÿ è êîýôôèöèåíòîâ ðàâåí 2, à 2 íå äåëèò ñâîáîäíûé ÷ëåí 1. Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíàÿ ÑËÍÄÓ ðåøåíèé íå èìååò.♠

Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûå àëãîðèòìû èìåþò ïîëèíîìèàëüíûå îöåíêè âðåìåííîé ñëîæ-
íîñòè ïðè óñëîâèè èçâåñòíîãî ðàçëîæåíèÿ ìîäóëÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Ïðîáëåìà ðàç-
ëîæåíèÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè (êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïðîáëåìîé ôàê-
òîðèçàöèè) ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå âàæíûõ ïðîáëåì òåîðèè ÷èñåë. Èìååòñÿ íåñêîëüêî
àëãîðèòìîâ åå ðåøåíèÿ: àëãîðèòìû Ïîëëàðäà, Ïîëëàðäà-Øòðàññåíà, ðåøåòà ÷èñëîâîãî ïî-
ëÿ [15]. Íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì àëãîðèòìîì â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíèé èç óïî-
ìÿíóòûõ àëãîðèòìîâ, ïîòîìó ÷òî â îòëè÷èå îò ïåðâûõ äâóõ àëãîðèòìîâ îí èùåò áîëüøèå
äåëèòåëè çàäàííîãî ÷èñëà. Âñå ýòè àëãîðèòìû èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè âðåìåííîé

ñëîæíîñòè, íàèëó÷øàÿ èç êîòîðûõ äëÿ çàäàííîãî ÷èñëà n èìååò âèä O(2c
√
lnn ln lnn).

7. ßçûê ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä N

Ýòîò ÿçûê ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì NP -ïîëíîãî ÿçûêà. Îïèñàíèå åãî ñâîéñòâ òðåáóåò ââå-
äåíèÿ îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå âåêòîðîâ N q \ {0̄}. Ýòî îòíîøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ
ïîêîîðäèíàòíî: äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x = (x1, x2, . . . , xq), y = (y1, y2, . . . , yq) ∈ N q \ {0̄}

x ≪ y ⇔ xi ≤ yi ∀i ∈ [1, q].

Ýòî îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà è îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïîðÿäêà
ìîæíî ãîâîðèòü î ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíòàõ â ìíîæåñòâå N q \ {0̄}. Èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî
B ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà ðåøåíèé M ÑËÎÄÓ îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïîðÿäêà
ñîñòàâëÿåò áàçèñ ìíîæåñòâà M è åñëè |M | > 1, òî áàçèñ B âñåãäà ñóùåñòâóåò, êîíå÷åí
è âñÿêèé ýëåìåíò èç M ïðåäñòàâèì â âèäå íåîòðèöàòåëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòî-
ðîâ èç B [18, 19]. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ïðîöåññ ðåøåíèÿ ÑËÍÄÓ èëè ñèñòåìû ëèíåéíûõ
äèîôàíòîâûõ íåðàâåíñòâ (ÑËÄÍ) ìîæåò áûòü ñâåäåí ê ðåøåíèþ ÑËÎÄÓ. Òàêîå ñâåäåíèå
óâåëè÷èâàåò ðàçìåðíîñòü ÑËÎÄÓ, ÷òî ñíèæàåò ýôôåêòèâíîñòü âû÷èñëåíèé, íî èìåþòñÿ
ìåòîäû ñâåäåíèÿ, êîòîðûå íå óâåëè÷èâàþò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà [48].

7.1. Êðèòåðèé ñîâìåñòíîñòè ÑËÎÄÓ

Êðèòåðèé ñîâìåñòíîñòè ÑËÎÄÓ, èñïîëüçóåìûé çäåñü, è àëãîðèòì åãî ðåàëèçàöèè ïî-
äðîáíî îïèñàíû â ðàáîòàõ [5, 16], ïîýòîìó ïðèâåäåì ëèøü íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ.

Ïóñòü äàíà ÑËÎÄÓ

S =


L1(x) = a11x1 + . . . + a1qxq = 0,
L2(x) = a21x1 + . . . + a2qxq = 0,
... ... ... ... ... ... ... ... ...

Lp(x) = ap1x1 + . . . + apqxq = 0,

(28)

ãäå aij ∈ Z, i = 1, 2, . . . , p, j = 1, 2, . . . , q. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ êàíîíè÷åñêîãî
áàçèñà M ′

0 = {e1, . . . , eq} è ïåðâîå óðàâíåíèå L1(x) = a11x1 + a12x2 + . . . + a1qxq = 0 ñèñòå-
ìû S. Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè L1(x) ðàçîáúåì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà M ′

0 íà òàêèå òðè ãðóïïû
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M0
1 = {e0|L1(e

0) = 0}, M+
1 = {e+|L1(e

+) > 0} è M−
1 = {e−|L1(e

−) < 0}. ßñíî, ÷òî åñëè
îäíî èç ìíîæåñòâ M0

1 ∪M+
1 èëè M0

1 ∪M−
1 ïóñòî, òî óðàâíåíèå L1(x) = 0 íå èìååò íåòðèâè-

àëüíûõ ðåøåíèé â ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äîïóñòèì, ÷òî õîòÿ áû äâà èç ìíîæåñòâ
M0

1 , M+
1 , M−

1 íåïóñòû, òîãäà ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

M ′
1 = M0

1 ∪ {eij |eij = −L1(ei)ej + L1(ej)ei, ej ∈ M+
1 , ei ∈ M−

1 }.

Èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ L2(x) ðàçîáúåì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà M ′
1 àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó

òîæå íà òðè ãðóïïûM0
2 = {e0|L2(e

0) = 0}, M+
2 = {e+|L2(e

+) > 0} èM−
2 = {e−|L2(e

−) < 0}.
Äîïóñòèì, ÷òî õîòÿ áû äâà èç ýòèõ ìíîæåñòâ íåïóñòû, òîãäà ïîñòðîèì ìíîæåñòâî

M ′
2 = M0

2 ∪ {eij |eij = −L2(ei)ej + L2(ej)ei, ej ∈ M+
2 , ei ∈ M−

2 }.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêèì ñïîñîáîì ïîñòðîåíî ìíîæåñòâî M ′
j èç ìíîæåñòâ M0

j = {e0r|
Lj(e

0
r) = 0}, M+

j = {e+i |Lj(e
+
i ) > 0} è M−

j = {e−s |Lj(e
−
s ) < 0} ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Lj(x) è

ýòî ìíîæåñòâî íåïóñòî. Íåïîñðåäñòâåííî èç ýòèõ ïîñòðîåíèé âûòåêàåò

Òåîðåìà 15. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà M ′
j ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû óðàâíåíèé

L1(x) = 0 ∧ L2(x) = 0 ∧ . . . ∧ Lj(x) = 0.

Ìíîæåñòâî M ′
j , ïîñòðîåííîå âûøå, áóäåì íàçûâàòü TSS ñèñòåìû S′ = L1(x) = 0 ∧

L2(x) = 0 ∧ . . . ∧ Lj(x) = 0.

Ïóñòü M ′
j = {e′1, . . . , e′k} � TSS ñèñòåìû S′, à Mj � ìíîæåñòâî âñåõ åå ðåøåíèé. Èìååò

ìåñòî

Òåîðåìà 16. Äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà x ∈ Mj \ M ′
j ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

íåîòðèöàòåëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âèäà

tx = b1e
′
1 + . . .+ ble

′
k, (29)

ãäå t, bi ∈ N , t ̸= 0, e′i ∈ M ′
j , i = 1, . . . , k [5, 6].

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû èñïîëüçóåò ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 9. Ëþáàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âèäà

y = ce+i + de−s

ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê íåîòðèöàòåëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âèäà ly = ue+i + ve0is èëè æå
êàê íåîòðèöàòåëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âèäà ly = ue−s + ve0is, ãäå l, u, v � íàòóðàëüíûå
÷èñëà, e−s ∈ M−

j , e+i ∈ M+
j , e0is ∈ M ′

j.

Êðèòåðèé ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè ÑËÎÄÓ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 17. Ñèñòåìà S = L1(x) = 0 ∧ L2(x) = 0 ∧ . . . ∧ Lp−1(x) = 0 ∧ Lp(x) = 0
ñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M ′

p ̸= ∅.

Çàìåòèì, ÷òî èç òåîðåì 16, 17 ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé âåêòîð èç TSS ìîæíî ðàçäåëèòü
íà ÍÎÄ åãî êîîðäèíàò, åñëè ýòîò ÍÎÄ îòëè÷åí îò åäèíèöû. Ýòî ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü
âåëè÷èíó êîîðäèíàò ýòèõ âåêòîðîâ è áîëåå ýôôåêòèâíî ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî TSS çàâèñèò îò ïîðÿäêà, â êîòîðîì ðàñïîëîæåíû óðàâíåíèÿ ñèñòå-
ìû. Èñêëþ÷åíèå èçáûòî÷íûõ âåêòîðîâ èç ýòîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé áàçèðóåòñÿ íà ñëåäóþ-
ùåé òåîðåìå.
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Òåîðåìà 18. Ïóñòü S � CËÎÄÓ âèäà (28) è M ′
p � åå TSS, ñîñòîÿùåå èç k ýëåìåíòîâ.

Òîãäà ëþáîé âåêòîð x èç M ′
p òàêîé, ÷òî tx ≫ e′i ∈ M ′

p \ {x}, i = 1, 2, . . . , k − 1, t ∈ N è
t ̸= 0, èìååò ïðåäñòàâëåíèå âèäà

mx = b1e
′
1 + b2e

′
2 + . . .+ bk−1e

′
k−1,

ãäå m ∈ N , m ̸= 0, bi ∈ N , ei ∈ M ′
p, i = 1, 2, . . . , k − 1.

Èç ïðèâåäåííîé òåîðåìû âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ ïðîñòàÿ ïðîöåäóðà ÷èñòêè TSS: âåêòîð
x óäàëÿåòñÿ èç TSS, åñëè x áîëüøå èëè åãî ïðîèçâåäåíèå tx áîëüøå íåêîòîðîãî èç îñòàâ-
øèõñÿ âåêòîðîâ TSS. Â êà÷åñòâå ìíîæèòåëÿ t ìîæíî âçÿòü, â ÷àñòíîñòè, ìàêñèìàëüíóþ
êîîðäèíàòó âåêòîðîâ òåêóùåãî TSS.

7.2. Ñâîéñòâà TSS ÑËÎÄÓ

Äîïóñòèì, ÷òî ÑËÎÄÓ S ñîâìåñòíà è M ′ = {e′1, e′2, . . . , e′k} åå TSS.

Òåîðåìà 19 (ìèíèìàëüíîñòü) . Âåêòîðû èç TSS ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè ðåøå-
íèÿìè ÑËÎÄÓ S, ò.å. ÿâëÿþòñÿ åå áàçèñíûìè ðåøåíèÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî íèêàêîé âåêòîð e′i èç M
′ íå ïðåäñòàâèì â âèäå

íåîòðèöàòåëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè îñòàëüíûõ âåêòîðîâ èç M ′.

Äîïóñòèì ÷òî â ìíîæåñòâå M ′ ñóùåñòâóåò âåêòîð e′i äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî ðàçëîæå-
íèå

te′i = a1e
′
1 + a2e

′
2 + . . .+ ake

′
k.

Òîãäà te′i ≫ e′1, . . . , te
′
i ≫ e′i−1, te

′
i ≫ e′i+1, . . . , te

′
i ≫ e′k. Íî â ñèëó òåîðåìû 18 âåêòîð e′i íå

ïîïàäàåò â ìíîæåñòâî M ′. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñî ñïîñîáîì ïîñòðîåíèÿ TSS M ′.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå ðåøåíèå x äàííîé ÑËÎÄÓ S òàêîå, ÷òî
x ≪ e′i, ãäå e′i ∈ M ′. Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 16 èìååì òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ âåêòîðîâ x è
e′i − x:

t(e′i − x) = a1e
′
1 + a2e

′
2 + . . .+ ake

′
k,

t′x = b1e
′
1 + b2e

′
2 + . . .+ bke

′
k,

ãäå t, t′ ̸= 0, ai, bi, t, t
′ ∈ N , i = 1, 2, . . . , k.. Äîìíîæèâ ïåðâîå èç ðàâåíñòâ íà t′, à âòîðîå íà

t è ïîäñòàâèâ îäíî â äðóãîå, ïîëó÷àåì

t′te′i − t′tx = t′a1e
′
1 + . . .+ t′ake

′
k,

èëè

t′te′i = (t′a1 + tb1)e
′
1 + . . .+ (t′ak + tbk)e

′
k.

Íî ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî e′i ∈ M ′, à ýòî äîêàçûâàåò òåîðåìó. �

Òåîðåìà 20. Ïóñòü x = (x1, x2, . . . , xq) ìèíèìàëüíîå ðåøåíèå ÑËÎÄÓ S è M ′ = {e′1 =
(α11, . . . , α1q), e

′
2 = (α21, . . . , α2q), . . . , e

′
k = (αk1, . . . , αkq)} åå TSS. Òîãäà èìååò ìåñòî íåðà-

âåíñòâî

x′ = max
i

xi ≤ k ·max
i,j

αij,
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ãäå αij � êîîðäèíàòû âåêòîðîâ e′i ∈ M ′, i = 1, ..., k, j = 1, 2, ..., q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x ∈ M ′, òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíî èìååò ìåñòî. Äîïó-
ñòèì, ÷òî x ∈ B \ M ′, ãäå B � áàçèñ âñåãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÑËÎÄÓ S. Òîãäà â ñèëó
òåîðåì 16, 18 âåêòîð x èìååò ïðåäñòàâëåíèå

tx = a1e
′
1 + a2e

′
2 + . . .+ ake

′
k,

ãäå t > 1, ai, t ∈ N , e′i ∈ M ′, i = 1, . . . , k. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ai (i =
1, 2, . . . , k) èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà ai < t. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äîïóñòèòü ÷òî íåêîòîðîå
ai ≥ t, òî èç ðàâåíñòâà

tx = a1e
′
1 + . . .+ aie

′
i + . . .+ ake

′
k

ñëåäóåò ðàâåíñòâî

t(x− e′i) = a1e
′
1 + . . .+ a′ie

′
i + . . .+ ake

′
k,

ãäå a′i = ai − t. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî çíà÷èò, ÷òî âåêòîð x− e′i ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íåîò-
ðèöàòåëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ èç M ′, íî òîãäà x ≫ e′i, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ìèíèìàëüíîñòè âåêòîðà x. Çàïèñûâàÿ ðàâåíñòâî

tx = a1e
′
1 + a2e

′
2 + . . .+ ake

′
k,

â êîîðäèíàòíîé ôîðìå, ïîëó÷àåì òàêóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé
tx1 = a1α11 + . . . + akαk1,
tx2 = a1α12 + . . . + akαk2,
... ... ... ... ... ... ...
txq = a1α1q + . . . + akαkq.

(30)

Èç ðàâåíñòâ ñèñòåìû (30) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî j = 1, 2, . . . , q ñïðàâåäëèâû íåðàâåí-
ñòâà

txj ≤ α(a1 + a2 + . . .+ ak) < α · k · t

èëè ïîñëå ñîêðàùåíèÿ ïîëó÷àåì xj < k · α, ãäå α = max
i,j

αij , i = 1, . . . , k, j = 1, 2, . . . , q. �

Ïðèìåð 16. Ñèñòåìà

S1 =

 5x1 + 0x2 + 3x3 + 7x4 − 4x5 + 0x6 + 0x7 = 0,
1x1 + 2x2 + x3 + 1x4 + 0x5 − 4x6 + 0x7 = 0,
0x1 + 1x2 + 2x3 + 1x4 + 0x5 + 0x6 − 4x7 = 0

èìååò 10 áàçèñíûõ âåêòîðîâ-ðåøåíèé:

e1 = (4, 0, 0, 0, 5, 1, 0), e2 = (0, 4, 0, 0, 0, 2, 1), e3 = (0, 0, 4, 0, 3, 1, 2), e4 = (0, 0, 0, 4, 7, 1, 1),

e5 = (3, 1, 0, 3, 9, 2, 1), e6 = (1, 1, 2, 3, 8, 2, 2), e7 = (2, 2, 0, 2, 6, 2, 1), e8 = (0, 2, 2, 2, , 5, 2, 2),

e9 = (1, 3, 0, 1, 3, 2, 1), e10 = (2, 0, 2, 0, 4, 1, 1).

TSS ñîñòàâëÿþò âåêòîðà e1, e2, e3, e4. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå êîîðäèíàò ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî 7, ìàêñèìàëüíîå

çíà÷åíèå êîîðäèíàò áàçèñíûõ âåêòîðîâ ðàâíî 9 è 9 < 4 · 7 = 28. ♠

Ïóñòü TSS(M,S) îáîçíà÷àåò TSS äëÿ çàäàííîé ÑËÎÄÓ S ñ íà÷àëüíûì TSS M . Åñëè
M ñîâïàäàåò ñ êàíîíè÷åñêèì áàçèñîì, òî áóäåì ïèñàòü TSS(∅, S).
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Òåîðåìà 21 (èíêðåìåíòàëüíîñòü) . TSS(∅, S1 ∧ S2) = TSS(M ′
1, S2) = TSS(M ′

2, S1),
ãäå M ′

1 = TSS(∅, S1), M ′
2 = TSS(∅, S2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî TSS(∅, S1 ∧ S2) = TSS(M ′
1, S2) ñëåäóåò èç ñïîñîáà ïîñòðî-

åíèÿ TSS.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ðàâåíñòâà ïîëîæèì M = TSS(M ′
1, S2) = {e1, e2, . . . , ek} è

M ′ = TSS(M ′
2, S1) = {e1,′ , e′2, . . . , e′m}. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè e1 ∈ M , òîãäà â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ òåîðåìîé 16, ìîæåì çàïèñàòü

te1 = a1e
′
1 + a2e

′
2 + . . .+ ame′m, (31)

ãäå e′i ∈ M ′, i = 1, 2, . . . ,m. Ïîñêîëüêó e′i ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû S1 ∧ S2 = S2 ∧ S1,
òî ñóùåñòâóþò t1, t2, . . . , tm ∈ N òàêèå, ÷òî

t1e
′
1 = b11e1 + b12e2 + . . .+ b1kek,

t1e
′
2 = b21e1 + b22e2 + . . .+ b2kek,

.....................................................

tme′m = bm1e1 + bm2e2 + . . .+ bmkek,

ãäå ej ∈ M, j = 1, 2, . . . , k. Äîìíîæèâ ðàâåíñòâî (31) íà íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷è-
ñåë t1, t2, . . . , tm è ïîäñòàâèâ âìåñòî tie

′
i (i = 1, . . . ,m) èõ âûðàæåíèÿ ñ âûøåïðèâåäåííîé

ñèñòåìû â (31), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

tt′e1 = c1e1 + c2e2 + . . .+ ckek .

Ïîñêîëüêó e1 ∈ M , òî ýòî ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà tt′ = c1, c2 = c3 = . . . =
ck = 0. Íî ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà ðåäóöèðóþò âûøåïðèâåäåííóþ ñèñòåìó ðàâåíñòâ ê âèäó

t1e
′
1 = b11e1, t1e

′
2 = b21e1,..., tme′m = bm1e1,

à ýòî çíà÷èò, ÷òî e1 = e′1 = e′2 = . . . = e′m. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà e1 = e′i, äëÿ
íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ èíäåêñà i, ïîòîìó ÷òî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòî ïðîòèâîðå÷èëî áû òîìó,
÷òî ýëåìåíòû â M ′ âñå ðàçíûå. Ñëåäîâàòåëüíî, e1 = e′i ∈ M ′ i M ⊆ M ′. Ñïðàâåäëèâîñòü
îáðàòíîãî âêëþ÷åíèÿ âûòåêàåò èç ñèììåòðè÷íîñòè M è M ′. �

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü S, S1 � äâå ÑËÎÄÓ è TSS(∅, S) = M , TSS(∅, S1) = M1.

a) TSS(∅, S1 ∧ S2) = TSS(∅, S2 ∧ S1);

b) Åñëè TSS(M,S1) = M , òî Sol(S) ⊆ Sol(S1), ãäå Sol(S) � ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé
ÑËÎÄÓ S;

c) S1 è S2 ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M = M1.

Èç ñëåäñòâèÿ 4 âûòåêàåò, ÷òî â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ TSS ìîæíî îïðåäåëÿòü (è ïðè
íåîáõîäèìîñòè óäàëÿòü) ëèíåéíî çàâèñèìûå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû, à òàêæå âû÷èñëÿòü ðàíã
ìàòðèöû äàííîé ñèñòåìû.

7.3. Ñëîæíîñòü ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè ÑËÎÄÓ

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà îïðåäåëåíèÿ
ñîâìåñòíîñòè ÑËÎÄÓ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïî ÷èñëó óðàâíåíèé â ñèñòåìå. Äåéñòâèòåëüíî,
ðàññìîòðèì ñèñòåìó âèäà

S =


−x1 + x2 + 0x3 + 0x4 + x5 + 0x6 + 0x7 = 0,
−x1 + 0x2 + x3 + 0x4 + 0x5 + x6 + 0x7 = 0,
−x1 + 0x2 + 0x3 + x4 + 0x5 + 0x6 + x7 = 0.
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TSS äàííîé ñèñòåìû èìååò 23 âåêòîðîâ. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî òàêîãî ðîäà ñèñòåìû, ò.å.
ñèñòåìû ñîñòîÿùèå èç p óðàâíåíèé ñ 2p+1 íåèçâåñòíûìè è ïîñòðîåííûå ïóòåì ïðèñîåäèíå-
íèÿ ê ñòîëáöó èç -1 ðàçìåðíîñòè p äâóõ åäèíè÷íûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ðàçìåðíîñòè p× p,
èìåþò TSS, ñîñòîÿùåå èç 2p ýëåìåíòîâ. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî äàííàÿ ÑËÎÄÓ ñîîòâåò-
ñòâóåò ñèñòåìå íåðàâåíñòâ âèäà

S′ =


x1 ≤ 1,
x2 ≤ 1,
. . . . . . . . .
xp ≤ 1.

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 22. Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà îïðåäåëåíèÿ ñîâìåñòíîñòè ÑËÎÄÓ èìååò ýêñ-
ïîíåíöèàëüíóþ ñëîæíîñòü ïî ÷èñëó óðàâíåíèé â ñèñòåìå.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ñëó÷àå òàêîãî ðîäà ñèñòåì, TSS ñîâïàäàåò ñ áàçèñîì âñåãî ìíî-
æåñòâà ðåøåíèé äàííîé ÑËÎÄÓ.

ÑËÎÄÓ, ñîâìåñòíîñòü êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Â
ñâÿçè ñ âûøåñêàçàííûì, èíòåðåñíî áûëî áû óêàçàòü êëàññ ÑËÎÄÓ, äëÿ êîòîðûõ ýòîò àë-
ãîðèòì ðàáîòàåò ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Îäèí èç òàêèõ êëàññîâ ñèñòåì äàåò ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 23. Åñëè ìàòðèöà ÑËÎÄÓ S èìååò âèä A = (B|B′), ãäå A � ìàòðèöà ðàçìåð-
íîñòè p× (p+ q), B � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè p× q, ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè, à B′

� äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè p×p ñ îòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè íà äèàãîíàëè,
òî ñèñòåìà S âñåãäà ñîâìåñòíà è åå TSS âû÷èñëÿåòñÿ çà âðåìÿ O(p(p+ q)).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç ïîñòðîåíèÿ TSS. Äåéñòâè-
òåëüíî, íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà ÷èñëî ýëåìåíòîâ â TSS íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû
p+q. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðõíÿÿ îöåíêà âðåìåííîé ñëîæíîñòè îãðàíè÷åíà âåëè÷èíîé p(p+q). �

Ïðèìåð 17. Îïðåäåëèòü ñîâìåñòíîñòü ÑËÎÄÓ

S =

 5x1 + 0x2 + 3x3 − 4x4 + 0x5 + 0x6 = 0,
1x1 + 2x2 + x3 + 0x4 − 3x5 + 0x6 = 0,
0x1 + 1x2 + 2x3 + 0x4 + 0x5 − 2x6 = 0.

Â äàííîé ñèñòåìå

B =

 5 0 3
1 2 1
0 1 2

 , B′ =

 −4 0 0
0 −3 0
0 0 −2

 .

TSS äëÿ ýòîé ñèñòåìû ñîñòîèò èç òðåõ âåêòîðîâ

(12, 0, 0, 15, 4, 0), (0, 6, 0, 0, 4, 3), (0, 0, 12, 9, 4, 12).

Áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû ñîñòîèò èç 11 âåêòîðîâ. ♠

7.4. Êðèòåðèé ñîâìåñòíîñòè ÑËÍÄÓ

Ïóñòü

S =


L1(x) = a11x1 + . . . + a1qxq = b1,
L2(x) = a21x1 + . . . + a2qxq = b2,
... ... ... ... ... ... ...

Lp(x) = ap1x1 + . . . + apqxq = bp
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� ÑËÍÄÓ, ãäå aij , bi ∈ Z, xj ∈ N , i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , q. Ïåðåéäåì îò ñèñòåìû S ê
ñèñòåìå S′:

S′ =


L1(x)

′ = α11x1 + . . . + α1qxq = 0,
L2(x)

′ = α21x1 + . . . + α2qxq = 0,
... ... ... ... ... ... ...

Lp−1(x)
′ = αp−11x1 + . . . + αp−1qxq = 0,

Lp(x) = ap1x1 + . . . + apqxq = bp,

ãäå bp ̸= 0. Ýòîò ïåðåõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû ýëèìèíàöèè ñâîáîäíûõ
÷ëåíîâ.

à) Âçÿòü i-å óðàâíåíèå ñèñòåìû S, ó êîòîðîãî bi ̸= 0; ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ýòî
áóäåò bp è bp > 0.

á) Äëÿ âñåõ i = 1 äî p− 1 âûïîëíèòü

Åñëè bi < 0 òî çàìåíèòü i-å óðàâíåíèå ñèñòåìû S ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âèäà

−bi(Lp(x)− bp) + bp(Li(x)− bi) = −biLp(x) + bpLi(x) = 0

èíà÷å åñëè bi > 0 òî çàìåíèòü i-å óðàâíåíèå ñèñòåìû S ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âèäà

bi(Lp(x)− bp) + bp(−Li(x) + bi) = biLp(x)− bpLi(x) = 0

èíà÷å îñòàâèòü i-å óðàâíåíèå áåç èçìåíåíèé.

Îáîñíîâàíèåì ýòîé ïðîöåäóðû åñòü

Òåîðåìà 24. Ñèñòåìà S ñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîâìåñòíà ñèñòåìà
S′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñèñòåìà S ñîâìåñòíà, B � áàçèñ ìíîæåñòâà åå ðåøåíèé è γ =
(γ1, . . . , γq) ∈ B, òîãäà Li(γ) = bi, i = 1, 2, . . . , p − 1, è Lp(γ) = bp. Íî îòñþäà ïîëó÷àåì
L′
i(γ) = −biLp(γ) + +bpLi(γ) = bpbi − bpbi = 0, ò.å. γ � ðåøåíèå ñèñòåìû S′.

Ïóñòü ñèñòåìà S′ ñîâìåñòíà è γ = (γ1, . . . , γq) åå ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó ïîñëåäíåå óðàâ-
íåíèå ñèñòåìû S′ òàêîå æå êàê è â ñèñòåìå S, òî L′

p(γ) = Lp(γ) = bp. Ho òîãäà äëÿ âñåõ
i = 1, 2, . . . , p − 1 èìååì L′

i(γ) = bp(Li(γ) − bi) − bi(Lp(γ) − bp) = bp(Li(γ) − bi) − bi0 = 0.
Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî Li(γ)− bi = 0 èëè Li(γ) = bi (ïîñêîëüêó bp ̸= 0), ò.å. γ = (γ1, . . . , γq)
� ðåøåíèå ñèñòåìû S. �

Ïóñòü M ′
p−1 = {e′1, e′2, . . . , e′k} � TSS ïîäñèñòåìû ñèñòåìû S, ñîñòîÿùåé èç ïåðâûõ p− 1

óðàâíåíèé. Äàëåå, ïóñòü d1, d2, . . . , dk � çíà÷åíèÿ Lp(x) íà âåêòîðàõ e′1, e
′
2, . . . , e

′
k ñîîòâåò-

ñòâåííî. Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 25. Ñèñòåìà S′ ñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå

d1u1 + d2u2 + . . .+ dkuk − tbp = 0 (32)

èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå (α1, α2, . . . , αk, γ) â ìíîæåñòâå N òàêîå, ÷òî êîîðäèíàòû
âåêòîðà v = α1e

′
1 + α2e

′
2 + . . . + αke

′
k êðàòíû ÷èñëó γ, ãäå e′i ∈ M ′

p−1, γ ̸= 0, αi, t, γ ∈ N , i =
1, 2, . . . k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (α1, α2, . . . , αk, γ) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (32), óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèÿì òåîðåìû, ò.å. d1α1+d2α2+. . .+dkαk = γbp. Òîãäà äëÿ âåêòîðà v

′ = α1e
′
1+. . .+αke

′
k

èìååì
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Lp(v
′) = α1Lp(e

′
1) + . . .+ αkLp(e

′
k) = d1α1 + d2α2 + . . .+ dkαk = γbp.

è â ñèëó òîãî, ÷òî êîîðäèíàòû âåêòîðà v′ êðàòíû γ ïîëó÷àåì Lp(1/γv) = bp, ò.å. âåêòîð
v = 1/γv′ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû S′.

Îáðàòíî, ïóñòü ñèñòåìà S′ ñîâìåñòíà è v′ = (α′
1, α

′
2, . . . , α

′
k) åå ðåøåíèå. Òîãäà â ñèëó

òåîðåìû 16 âåêòîð v′ èìååò ïðåäñòàâëåíèå

tv′ = a1e
′
1 + . . .+ ake

′
k,

ãäå e′i ∈ M ′
p−1, t, ̸= 0, ai, t ∈ N , i = 1, 2, . . . , k. Ïîñêîëüêó âåêòîð v′ ðåøåíèå S′, òî

Lp(tv
′) = tLp(v

′) = a1Lp(e
′
1) + . . .+ akLp(e

′
k) = d1a1 + d2a2 + . . .+ dkak = tbp.

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå äîëæíî èìåòü õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå (α1, α2, . . . , αk, γ), ò. ê. èíà÷å
ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ñèñòåìà S′ ñîâìåñòíà. Áîëåå òîãî, äîëæíî ñóùåñòâîâàòü õîòÿ áû
îäíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (32) òàêîå, ÷òî êîîðäèíàòû âåêòîðà α1e

′
1+α2e

′
2+ . . .+αkek êðàòíû

÷èñëó γ, ò. ê. èíà÷å ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñóùåñòâîâàíèþ âåêòîðà v′, ÿâëÿþùåãîñÿ ðåøåíèåì
S′. �

Ñëåäñòâèå 5 (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè) . ÑËÍÄÓ S ñîâìåñòíà, åñëè
óðàâíåíèå d1u1 + d2u2 + . . .+ dkuk = bp èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå â ìíîæåñòâå N .

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè òàêîå óðàâíåíèå èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå, òî óðàâíåíèå (32)
èìååò ðåøåíèå, ó êîòîðîãî ïîñëåäíÿÿ êîîðäèíàòà ðàâíà 1. À ýòî çíà÷èò, ÷òî ñèñòåìà S
ñîâìåñòíà.

Ïðèìåð 18. a) Âûÿñíèì, áóäåò ëè ñîâìåñòíà íèæå ïðèâåäåííàÿ ñèñòåìà íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé, åñëè çà
ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ïðèíÿòü ñòîëáåö êîýôôèöèåíòîâ ïðè íåèçâåñòíîì x5.

S =

 L1(x) = −x1 + 2x2 + 4x3 − 3x4 + x5 = 0,
L2(x) = 2x1 + 3x2 − 4x3 − x4 + x5 = 0,
L3(x) = 0x1 + x2 − 5x3 + x4 + x5 = 0.

Ïðèâåäåì ñèñòåìó S ê ñèñòåìå S′, èñêëþ÷àÿ ïîñëåäíèé ÷ëåí â óðàâíåíèÿõ. Ïîëó÷àåì ñèñòåìó

S′ =

 L′
1(x) = −x1 + x2 + 9x3 − 4x4 = 0,

L′
2(x) = 2x1 + 2x2 + x3 − 2x4 = 0,

L′
3(x) = 0x1 + x2 − 5x3 + x4 = −1.

TSS äëÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû S′ èìååò âèä:

M ′
1 = {(1, 1, 0, 0), (9, 0, 1, 0), (0, 4, 0, 1), (0, 0, 4, 9)}.

Çíà÷åíèÿ íà ýòèõ âåêòîðàõ äëÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû S′ òàêîâû: 4, 19, 6, -14. Ïîëó÷àåì TSS

M ′
2 = {(14, 0, 10, 19), (0, 14, 6, 17)}.

Çíà÷åíèÿ íà ýòèõ âåêòîðàõ äëÿ ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû S′ òàêîâû: -31, 1. Ñîñòàâëÿåì óðàâíåíèå

−31u1 + u2 + t = 0.

Ýòî óðàâíåíèå èìååò êîðåíü (1,30,1) êîòîðûé ïîðîæäàåò âåêòîð (14,420,190,529). Ýòîò âåêòîð, êàê íåòðóäíî
óáåäèòüñÿ, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû S′, ò. å. ÑËÍÄÓ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìå S, ñîâìåñòíà.

b) Ðàññìîòðèì ÑËÍÄÓ

S =

 4x1 + 2x2 − 3x3 − 2x4 = 1,
2x1 − x2 − 4x3 + x4 = −5,
0x1 + 2x2 + 4x3 + 0x4 = 9.

Ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó S ê âèäó  22x1 + 9x2 − 19x3 − 9x4 = 0,
18x1 + x2 − 16x3 + 9x4 = 0,
2x1 − x2 − 4x3 + x4 = −5.

Ñòðîèì TSS
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M ′
1 = {(19, 0, 22, 0), (0, 19, 9, 0), (9, 0, 0, 22), (0, 1, 0, 1)}.

Çíà÷åíèÿ íà ýòèõ âåêòîðàõ äëÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû S′ ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà îáùèé äåëèòåëü 5 òàêîâû: -2,
-25, 72, 2. Èì ñîîòâåòñòâóåò TSS

M ′
2 = {(63, 0, 72, 2), (0, 63, 18, 25)}.

Çíà÷åíèÿ íà ýòèõ âåêòîðàõ äëÿ ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû S′ òàêîâû: -160, -110. Ñîñòàâëÿåì óðàâíåíèå, ñîêðàòèâ
êîýôôèöèåíòû íà îáùèé äåëèòåëü 5,

32u1 + 22u2 − t = 0.

Ýòî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèÿ (1,0,32) è (0,1,22), êîòîðûå íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 25 íàä ìíîæåñòâîì

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N . Ñëåäîâàòåëüíî, ÑËÍÄÓ S íåñîâìåñòíà. Â ñàìîì äåëå, â ñèñòåìå S ïîñëåäíåå óðàâíåíèå íå

èìååò êîðíåé íå òîëüêî â îáëàñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íî è â îáëàñòè öåëûõ ÷èñåë. ♠

8. Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ðåøåíèé ÑËÎÄÓ íàä N

Ïðèâåäåì ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé ÑËÎÄÓ, êîòîðûå õîðîøî
ñåáÿ çàðåêîìåíäîâàëè â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé îäíîãî
óðàâíåíèÿ è ìåòîä ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ìíîæåñòâà âñåõ åãî ðåøåíèé.

8.1. Ìåòîä Ôîðòåíáàõåðà

Ìåòîä Ôîðòåíáàõåðà [45] è åãî îáîáùåíèå � ìåòîä Êîíòåæàí�Äåâè [47] áûëè, ïî-âèäèìîìó,
ïåðâûìè àëãîðèòìàìè, êîòîðûå íå èñïîëüçîâàëè èäåþ ñîêðàùåíèÿ ÷èñëà íåèçâåñòíûõ è
óðàâíåíèé.

Ìåòîä Ôîðòåíáàõåðà ðåøåíèÿ ËÎÄÓ â ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N ñâîäèòñÿ ê
òàêîìó ïðîñòîìó ïðîöåññó. Ïóñòü äàíî ËÎÄÓ:

a(x) = a1x1 + a2x2 + . . .+ aqxq = 0, (33)

ãäå ai ∈ Z, xi ∈ N è e1 = (1, 0, . . . , 0, 0), e2 = (0, 1, . . . , 0, 0), . . . , eq = (0, 0, . . . , 0, 1) � âåêòîðû
êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà N q. Èäåÿ Ôîðòåíáàõåðà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íà÷èíàòü
ïîèñê ìèíèìàëüíûõ áàçèñíûõ ðåøåíèé ËÎÄÓ (33) ñ êàíîíè÷åñêèõ âåêòîðîâ e1, e2, . . . , eq.
Ïðè ýòîì, åñëè íåêîòîðûé òåêóùèé âåêòîð x = (x1, . . . , xq) åùå íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (33)
è

� a1x1+ . . .+aqxq < 0, òî óâåëè÷èâàòü çíà÷åíèå íà 1 òîãî xj , ïðè êîòîðîì êîýôôèöèåíò
aj > 0;

� a1x1+ . . .+aqxq > 0, òî óâåëè÷èâàòü çíà÷åíèå íà 1 òîãî xj , ïðè êîòîðîì êîýôôèöèåíò
aj < 0. (Çàìåòèì, ÷òî åñëè âñå ai > 0 èëè âñå ai < 0, òî óðàâíåíèå (33) èìååò òîëüêî
òðèâèàëüíîå ðåøåíèå 0 = (0, . . . , 0)).

Âûøåïðèâåäåííîå óñëîâèå (óñëîâèå Ôîðòåíáàõåðà) ôîðìàëüíî çàïèñûâàåòñÿ òàê:

• (C1) óâåëè÷èòü íà 1 òî xj , äëÿ êîòîðîãî a(x) · a(ej) < 0, ãäå x = (x1, . . . , xq), a(ej) =
aj , ej = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) � âåêòîð êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà.

Àëãîðèòì Ôîðòåíáàõåðà èìååò âèä:

FORTEN (a(x))

Âõîä: Êîýôôèöèåíòû ËÎÄÓ a(x) = 0.

Âûõîä: Ìíîæåñòâî B � áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ËÎÄÓ a(x) = 0.

Ìåòîä:
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begin

P := {e1, e2, . . . , eq};
B := ∅;
while P ̸= ∅ do
B := B ∪ {x ∈ P |a(x) = 0};
Q := {x ∈ P \B|∀s ∈ B s ̸≤ x};
P := {x+ ej |x ∈ Q and a(x) · a(ej) < 0}

od;

end

Õàðàêòåðèñòèêó ýòîãî àëãîðèòìà äàåò

Òåîðåìà 26. Àëãîðèòì FORTEN âñåãäà çàêàí÷èâàåò ñâîþ ðàáîòó è êàæäîå ðåøåíèå
ËÎÄÓ a(x) = 0, íàéäåííîå ýòèì àëãîðèòìîì, ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì [45].

Ïðèìåð 19. Íàéòè áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ËÎÄÓ −x1 + x2 + 2x3 − 3x4 = 0.

Íà âåêòîðàõ êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà ýòî óðàâíåíèå ïðèíèìàåò òàêèå çíà÷åíèÿ −1, 1, 2,−3, à âåñü ïðîöåññ ðåøåíèÿ
ïîêàçàí íà ðèñ. 8.1.
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Ðèñ. 8.1. Ïðîöåññ ðåøåíèÿ ËÎÄÓ

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì òàêèå áàçèñíûå ðåøåíèÿ:

m1 = (0, 0, 3, 2), m2 = (0, 1, 1, 1), m3 = (0, 3, 0, 1), m4 = (1, 0, 2, 1), m5 = (2, 0, 1, 0), m6 = (1, 1, 0, 0). ♠

8.2. Ìåòîä Ãàóññà

Èñòîðè÷åñêè ïåðâûì ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÑËÎÄÓ, íàâåðíîå,
ñëåäóåò ñ÷èòàòü ìåòîä ñîêðàùåíèÿ ÷èñëà óðàâíåíèé Ãàóññà. Ýòîò ìåòîä óñïåøíî èñïîëüçó-
åòñÿ è êîíêóðèðóåò ñ ìíîãèìè ñîâðåìåííûìè ìåòîäàìè. Ñóòü åãî ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Ïóñòü S = (L(x) = 0) ∧ S′ � íåêîòîðàÿ ÑËÎÄÓ, ãäå S′ ïîäñèñòåìà ñèñòåìû S, è ïóñòü
B = {e1, e2, . . . , ek} � áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ L(x) = 0. Ïîñêîëüêó ëþáîå ðå-
øåíèå s ñèñòåìû S ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ L(x) = 0, òî ýòî ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå òàêîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

s = c1e1 + c2e2 + . . .+ ckek, (34)

ãäå ci ∈ N , ei ∈ B, i = 1, 2, . . . , k. Ïîäñòàâèâ âåêòîð s â óðàâíåíèÿ ïîäñèñòåìû S′,
ïîëó÷èì ñèñòåìó ñ p − 1 óðàâíåíèÿìè îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ c1, c2, . . . , ck. Ðåøàÿ
ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó è íàéäÿ åå áàçèñ B′, ñòðîèì âñå áàçèñíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû S ñ
ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè âìåñòî êîýôôèöèåíòîâ ci â âûðàæåíèè (34) èõ çíà÷åíèÿ, óäàëÿÿ íå
ìèíèìàëüíûå ðåøåíèÿ èç ïîëó÷åííîãî ìíîæåñòâà. Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì Ãàóññà ñâîäèò
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ïðîöåññ ðåøåíèÿ ÑËÎÄÓ ê ðåøåíèþ îäíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðèìåð 20. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

S =

{
L1(x) = −x1 + x2 + 2x3 −3x4 = 0,
S′ = −x1 + 3x3 + −2x3 −x4 = 0.

Áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ L1(x) = 0 áûë íàéäåí â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå è ñîñòîèò èç òàêèõ âåêòîðîâ:

e1 = (0, 0, 3, 2), e2 = (0, 1, 1, 1), e3 = (0, 3, 0, 1), e4 = (1, 0, 2, 1), e5 = (2, 0, 1, 0), e6 = (1, 1, 0, 0).

Ïîñòðîèâ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ

s = c1e1 + c2e2 + c3e3 + c4e4 + c5e5 + c6e6

è ïîäñòàâèâ åå â óðàâíåíèå S′, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

S′(s) = c1S′(e1) + c2S′(e2) + c3S′(e3) + c4S′(e4) + c5S′(e5) + c6S′(e6) =
= −8c1 + 0e2 + 8e3 − 6e4 − 4e5 + 2e6 = 0.

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå èìååò òàêèå áàçèñíûå ðåøåíèÿ:

s1 = (0, 1, 0, 0, 0, 0), s2 = (1, 0, 1, 0, 0, 0), s3 = (0, 0, 1, 0, 2, 0), s4 = (0, 0, 0, 0, 1, 2),

s5 = (0, 0, 0, 1, 0, 3), s6 = (0, 0, 1, 1, 1, 1), s7 = (1, 0, 0, 0, 0, 4), s8 = (0, 0, 2, 2, 1, 0),

s9 = (0, 0, 1, 2, 0, 2), s10 = (0, 0, 2, 3, 0, 1), s11 = (0, 0, 3, 4, 0, 0).

Ýòèì ðåøåíèÿì ñîîòâåòñòâóþò òàêèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû S:

e′1 = (0, 1, 1, 1), (0, 3, 3, 3) ≥ e′1, (4, 3, 2, 1) ≥ e′1, e′2 = (4, 2, 1, 0), (4, 3, 2, 1) ≥ e′1,
(4, 4, 3, 2) ≥ e′1, (4, 4, 3, 2) ≥ e′1, (4, 6, 5, 4) ≥ e′1, (4, 5, 4, 3) ≥ e′1, (4, 7, 6, 5) ≥ e′1, (4, 9, 8, 7) ≥ e′1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà S èìååò áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé B = {(0, 1, 1, 1), (4, 2, 1, 0)}. ♠

8.3. Ìåòîä Êîíòåæàí�Äåâè

Ýòîò ìåòîä, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ìåòîäà Ôîðòåíáàõåðà. Ýòî
îáîáùåíèå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Ïóñòü äàíà ÑËÎÄÓ (28) è a(x) îçíà÷àåò âåêòîð-ñòîëáèê ýòîé ÑËÎÄÓ âèäà:

a(x) =

 a11x1 + a12x2 + · · · + a1qxq

a21x1 + a22x2 + · · · + a2qxq

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ap1x1 + ap2x2 + · · · + apqxq

 ,

ãäå x = (x1, x2, · · · , xq). Ïðè ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ óñëîâèå Ôîðòåíáàõåðà (C1) îáîáùàåòñÿ ê
òàêîìó [47]:

• (Cp): óâåëè÷èâàòü íà 1 òî xj , êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ a(x) ∗ a(ej) < 0, ãäå * �
îïåðàöèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ.

Àëãîðèòì Êîíòåæàí�Äåâè èìååò âèä:

CONT-DEVIE (a(x))

Âõîä: Ìàòðèöà ñèñòåìû a(x) = 0.

Âûõîä: Ìíîæåñòâî B � áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû a(x) = 0.

Ìåòîä:

begin

P := {e1, e2, . . . , eq};
B := ∅;
while P ̸= ∅ do
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B := B ∪ {x ∈ P |a(x) = 0};
Q := {x ∈ P \B|∀s ∈ Bs ̸≤ x};
P := {x+ ej |x ∈ Q and a(x) ∗ a(ej) < 0}

od;

end

Õàðàêòåðèñòèêà ýòîãî àëãîðèòìó äàåò

Òåîðåìà 27. Àëãîðèòì CONT-DÅVIE âñåãäà çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó è êàæäîå ðåøå-
íèå ÑËÎÄÓ (28), íàéäåííîå àëãîðèòìîì CONT-DEVIE, ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì [47].

Ïðèìåð 21. Íàéòè ìèíèìàëüíûå ðåøåíèÿ CËÎÄÓ

S =

{
−x1 + x2 + 2x3 − 3x4 = 0,
−x1 + 3x2 − 2x3 − x4 = 0.

Ïðîöåññ ðåøåíèÿ ïîêàçàí íèæå íà ðèñ. 8.2.
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Ðèñ. 8.2. Ïðîöåññ ðåøåíèÿ ÑËÎÄÓ
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-11
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1000 0100 0010 0001
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0011010101101100

-1 2 -3 0

0101
2100 1110 1101 0111

s1

≥ s1

≥ s1

≥ s1

Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíûìè ðåøåíèÿìè äàííîé ñèñòåìû S ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû s1 = (0, 1, 1, 1) è

s2 = (4, 2, 1, 0).♠

Ïîâûøåíèå ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìà Êîíòåæàí�Äåâè. Èç ïðèâåäåííîãî ïðè-
ìåðà âèäíî, ÷òî íåêîòîðûå âåêòîðû â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà âû÷èñëÿþòñÿ ïîâòîðíî.
Ýòè èçáûòî÷íûå âû÷èñëåíèÿ ìîæíî óäàëèòü, åñëè ââåñòè ïîðÿäîê íà âåðøèíàõ äåðåâà, êî-
òîðîå ïîðîæäàåòñÿ àëãîðèòìîì. Ðàññìîòðèì îäèí ç òàêèõ ïîðÿäêîâ (ïîðÿäêè ìîãóò áûòü
ðàçíûìè).

Åñëè âåðøèíà x èìååò äâóõ ðàçíûõ ñûíîâåé x+ej1 è x+ej2 , òî x+ej1 <x x+ej2 ⇔ j1 < j2.

Ïðàâèëî çàìîðàæèâàíèÿ êîìïîíåíò ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîãäà x+ ej1 <x x+ ej2 , òî j1-òà
êîìïîíåíòà çàìîðàæèâàåòñÿ â ïîääåðåâå, êîðíåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ âåðøèíà x + ej2 : îíà
íå ìîæåò óâåëè÷èâàòüñÿ äàæå òîãäà, êîãäà óñëîâèå (Cp) âûïîëíÿåòñÿ!

Ïðèìåð 22. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà. Ïåðâûå âåêòîðû � âåêòîðû êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà �
óïîðÿäî÷åíû îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà <0. Çàìîðîæåííûå êîìïîíåíòû ïîä÷åðêíóòû.
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Ðèñ. 8.3. Ïðîöåññ ðåøåíèÿ ÑËÎÄÓ ñ çàìîðàæèâàíèåì
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Òàêèì îáðàçîì, ýòèì àëãîðèòìîì áûëî ïîðîæäåíî íà 5 âåðøèí ìåíüøå, ÷åì ïðåäûäóùèì. ♠

Íåêîòîðûå ìåòîäû âî âðåìÿ ïîèñêà ðåøåíèé ÑËÍÄÓ è ÑËÎÄÓ ñâîäÿòñÿ ê îïðåäåëåíèþ
ãðàíèö, â ðàìêàõ êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ âñå áàçèñíûå ðåøåíèÿ äàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, à
ïîòîì ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ ýòèõ ðåøåíèé â ýòèõ ãðàíèöàõ. Ìåòîäû Ïîòüå è
Äîìåíäæóäà, ïðèâîäèìûå íèæå, êàê ðàç è ðàáîòàþò ïî òàêîé ñõåìå.

8.4. Ìåòîäû Ïîòüå

Ïåðâûé ìåòîä Ïîòüå. Ë. Ïîòüå [51] ïðåäëîæèë óñëîâèå íàðàùèâàíèÿ êîìïîíåíò âî
âðåìÿ ïîèñêà âåêòîðîâ-ðåøåíèé ÑËÎÄÓ, îòëè÷íîå îò óñëîâèÿ Cp:

• (PCp): óâåëè÷èâàòü xj íà 1, åñëè äëÿ âñåõ l l-àÿ êîìïîíåíòà a(x1, . . . , xj−1, xj +
1, xj+1, . . . , xq) ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó

[−
q∑

l=1

max{ail, 0},
q∑

l=1

max{−ail, 0}].

Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 28. Ïóñòü S � ÑËÎÄÓ âèäà (28) è m = (m1,m2, . . . ,mq) � åå ìèíèìàëüíîå
ðåøåíèå. Òîãäà

q∑
l=1

ml ≤
p∏

i=1
(

q∑
j=1

|aij |+ 1).

Èìååòñÿ áîëåå òî÷íàÿ îöåíêà ðåøåíèé ÑËÎÄÓ â òåðìèíàõ ðàíãà ìàòðèöû ñèñòåìû S
[51].

Òåîðåìà 29. Ïóñòü A � ìàòðèöà ÑËÎÄÓ S ðàçìåðíîñòè p × q ðàíãà r. Êàæäîå ìè-
íèìàëüíîå ðåøåíèå m = (m1,m2, . . . ,mq) ñèñòåìû S óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

max
1≤j≤q

|mj | ≤ (p− r)

(∑
i,j

|cij |

r

)r

.
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Âòîðîé ìåòîä Ïîòüå. Ýòîò ìåòîä ïîèñêà áàçèñà ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÑËÎÄÓ ñîñòîèò
â ïðèìåíåíèè èçâåñòíîãî àëãîðèòìà Áóõáåðãåðà, êîòîðûé âûïîëíÿåò ïîñòðîåíèå áàçèñà
èäåàëà â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ (áàçèñà Ãðüîáíåðà). Àëãîðèòì Áóõáåðãåðà îïèñàí âî ìíîãèõ
ðàáîòàõ è åãî õàðàêòåðèñòèêó ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [4]. Ïîýòîìó ýòîò àëãîðèòì çäåñü íå
ðàññìàòðèâàåòñÿ. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî òàêîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ðåøåíèé ÑËÎÄÓ
íà ïðàêòèêå ñåáÿ íå îïðàâäàë, ïîñêîëüêó åãî âûïîëíåíèå èìååò áîëüøèå íàêëàäíûå ðàñõîäû
(áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèé), êîòîðûå ñíèæàþò åãî ýôôåêòèâíîñòü
[47, 51].

8.5. Ìåòîä Äîìåíäæóäà

Ýòîò ìåòîä áàçèðóåòñÿ íà òàêèõ äâóõ øàãàõ: ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ ìèíèìàëüíîå ïîðîæ-
äàþùåå ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ ðåøåíèé, à ïîòîì ñ ïîìîùüþ êîìáèíàöèé ïîëó÷åííûõ
ðåøåíèé ñòðîèòñÿ âñå ìíîæåñòâî áàçèñíûõ ðåøåíèé [49]. Àëãîðèòì, ðåàëèçóþùèé ýòîò ìå-
òîä, ñîñòîèò èç äâóõ àëãîðèòìîâ, êîòîðûå ðåàëèçóþò óêàçàííûå øàãè. Ïðåä ïðèìåíåíèåì
ýòèõ àëãîðèòìîâ íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî

à) ìàòðèöà A (ðàçìåðíîñòè p× q) ñèñòåìû S èìååò ðàíã, ðàâíûé p (ñèñòåìà S íå èìååò
ëèíåéíî çàâèñèìûõ óðàâíåíèé);

á) p ≤ q + 1 (ñèñòåìà S èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå íàä Zq).

Îáîñíîâàíèåì ïåðâîãî øàãà è àëãîðèòìà åãî âûïîëíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 30. Ïóñòü m � ìèíèìàëüíîå ðåøåíèå èç ìèíèìàëüíîãî ïîðîæäàþùåãî ìíî-
æåñòâà ðåøåíèé S. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî {i1, i2, . . . , ip+1} èç ìíîæåñòâà
{1, 2, . . . , q} è íàòóðàëüíîå ÷èñëî k òàêèå, ÷òî

km =

∣∣∣∣ ei1 ei2 . . . eip+1

a(ei1) a(ei2) . . . a(eip+1)

∣∣∣∣ , (35)

ãäå ïðÿìûå ñêîáêè îçíà÷àþò äåòåðìèíàíò.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ âñåõ ìèíèìàëüíûõ ðåøåíèé ìèíèìàëüíîãî ïîðîæ-
äàþùåãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ äåòåðìèíàíòîâ âèäà (35) äëÿ âñåõ
ïîäìíîæåñòâ {i1, i2, . . . , ip+1} èç ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , q} è ïîèñêà âñåõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ,
êîîðäèíàòû êîòîðûõ îäíîâðåìåííî èëè âñå ïîëîæèòåëüíûå èëè âñå îòðèöàòåëüíûå. Ïîòîì
íàéäåííûå âåêòîðû äîëæíû áûòü ïîäåëåíû íà ÍÎÄ ñâîèõ êoìïîíåíò.

Âòîðîé øàã àëãîðèòìà îáîñíîâûâàåò

Òåîðåìà 31. Âñå ìèíèìàëüíûå ðåøåíèÿ S ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè íåêî-
òîðûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ìèíèìàëüíûõ ðåøåíèé èç ìèíèìàëüíîãî ïîðîæäàþùåãî ìíî-
æåñòâà ðåøåíèé.

Îãðàíè÷åíèÿ íà âåëè÷èíó êîýôôèöèåíòîâ òàêèõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âûòåêàþò èç
òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ïóñòü a � âåêòîð, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé, î êîòîðîé ãîâî-
ðèëîñü â òåîðåìå 31, è M � ìàòðèöà, ñòîëáèêè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè
âåêòîðàìè èç ìèíèìàëüíîãî ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìàòðèöà U , òàêàÿ
÷òî det(U) = ±1 è

UM =

(
T
0

)
,
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ãäå T � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíûìè äèàãîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè
(ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ìàòðèöû ìîæíî ïîêàçàòü ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ïîñëåäîâàòåëü-
íîãî ñîêðàùåíèÿ íåèçâåñòíûõ Ãàóññà). Âåêòîð M ∗ a èìååò íàòóðàëüíûå êîîðäèíàòû
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà T ∗ a èìååò òàêèå æå êîîðäèíàòû, ò. å. òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà a = T−1x, ãäå x � íåêîòîðûé âåêòîð ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè. Òîãäà âåêòîð
a = T−1x − [T−1x] = 1/d[T−1x]d, ãäå d = det(T ), [T−1x], [T−1x]d � âåêòîðû öåëûõ è
äðîáíûõ ÷àñòåé ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå äåëåíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðà T−1x
íà d. Ïîñêîëüêó T è det(T ) èçâåñòíû, òî íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî
âåêòîðîâ x, òàêèõ, ÷òî èõ êîìïîíåíòû ëåæàò â èíòåðâàëå {0, . . . , d}. Ñ ýòîãî êîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà âåêòîðîâ x íàõîäÿò èñêîìîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ a.

Ïðèìåð 23. Ïóñòü äàíî ñèñòåìó S, êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàëàñü â ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ,

S =

{
−x1 + x2 + 2x3 − 3x4 = 0,
−x1 + 3x2 − 2x3 − x4 = 0.

Ìíîæåñòâî èíäåêñîâ äëÿ ýòîé ñèñòåìû ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ {1, 2, 3, 4} (òàê êàê q = 4), à ïîäìíîæåñòâà
ýòîãî ìíîæåñòâà ñîñòîÿò èç òðåõ ýëåìåíòîâ (òà êàê p = 2). ×èñëî ðàçíûõ ïîäìíîæåñòâ áóäå C3

4 = C1
4 = 4:

{1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 3, 4}, {2, 3, 4}.

Äëÿ ïåðâîãî èç ïîäìíîæåñòâ èìååì

∣∣∣∣ e1 e2 e3
a(e1) a(e2) a(e3)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

e1 e2 e3
−1 1 2
−1 3 −2

∣∣∣∣∣∣ = −8e1 − 4e2 − 2e3 = −2(4, 2, 1, 0).

Äëÿ âòîðîãî èç ïîäìíîæåñòâ èìååì

∣∣∣∣ e1 e2 e4
a(e1) a(e2) a(e4)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

e1 e2 e4
−1 1 −3
−1 3 −1

∣∣∣∣∣∣ = 8e1 + 2e2 − 2e4,

÷òî íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì, ïîñêîëüêó êîîðäèíàòû ïîëó÷åííîãî âåêòîðà èìåþò ðàçíûå çíàêè.

Äëÿ òðåòüåãî èç ïîäìíîæåñòâ èìååì

∣∣∣∣ e1 e3 e4
a(e1) a(e3) a(e4)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

e1 e3 e4
−1 2 −3
−1 −2 −1

∣∣∣∣∣∣ = −8e1 + 2e3 − 4e4,

÷òî òîæå íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì, ïîñêîëüêó êîîðäèíàòû ïîëó÷åííîãî âåêòîðà èìåþò ðàçíûå çíàêè.

Äëÿ ÷åòâåðòîãî èç ïîäìíîæåñòâ èìååì

∣∣∣∣ e2 e3 e4
a(e2) a(e3) a(e4)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
e2 e3 e4
1 2 −3
3 −2 −1

∣∣∣∣∣∣ = −8e2 − 8e3 − 8e4 = −8(0, 1, 1, 1).

Îáúåäèíÿÿ ïåðâîå è ÷åòâåðòîå ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåì òàêîå ìèíèìàëüíîå ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, êîòîðîå

â äàííîì ñëó÷àå (êàê ñëåäóåò èç ðàññìîòðåííûõ âûøå ïðèìåðîâ) è ñîñòàâëÿåò áàçèñ B = {(0, 1, 1, 1), (4, 2, 1, 0)}
ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû S. ♠

Êàê ñëåäóåò èç TSS-àëãîðèòìà è àëãîðèòìà Äîìåíäæóäà, ñ ïîìîùüþ ìèíèìàëüíîãî
ïîðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü ïðîáëåìó ñîâìåñòíîñòè ÑËÎ-
ÄÓ.

8.6. Êðèòåðèé ñîâìåñòíîñòè ÑËÎÄÍ

Ïðè ðàññìîòðåíèè ÑËÎÄÓ è õàðàêòåðèñòèêå åå ìíîæåñòâà ðåøåíèé îòìå÷àëîñü, ÷òî ýòî
ìíîæåñòâî èìååò êîíå÷íûé áàçèñ, êîòîðûé ñîñòàâëÿþò åå ìèíèìàëüíûå ðåøåíèÿ. Â ñëó÷àå
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ÑËÎÄÍ ìíîæåñòâî âñåõ åå ðåøåíèé òîæå èìååò êîíå÷íûé áàçèñ, íî ýòîò áàçèñ, âîîáùå
ãîâîðÿ, ñîñòîèò íå òîëüêî èç åå ìèíèìàëüíûõ ðåøåíèé. Ïðîñòåéøèì ïîäòâåðæäåíèåì ýòîãî
ÿâëÿåòñÿ ïðèìåð ÑËÎÄÍ, êîòîðàÿ èìååò åäèíñòâåííîå íåðàâåíñòâî x1 − x2 ≥ 0. Äëÿ ýòîãî
íåðàâåíñòâà áàçèñ ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé ñîñòîèò èç âåêòîðîâ (1,0) è (1,1), ãäå âåêòîð
(1,1) > (1,0) íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê ïîñòðîèòü
áàçèñ è ìèíèìàëüíîå ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî ðåøåíèé äëÿ äàííîé ÑËÎÄÍ? Îòâåò íà ýòî
âîïðîñ âûòåêàåò èç âîçìîæíîñòè ñâåäåíèÿ ïðîáëåìû ðåøåíèÿ ÑËÎÄÍ ê ïðîáëåìå ðåøåíèÿ
ÑËÎÄÓ ïóòåì ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ.

Àíàëèç TSS-àëãîðèòìà ïîêàçàë, ÷òî ïîñòðîåíèå TSS äëÿ ÑËÎÄÍ ìîæíî âûïîëíèòü
áåç ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ. Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ðåçóëüòàòîâ ýòîãî
àíàëèçà â ñîîòâåòñòâèè ñ [5].

Ïóñòü

S =


L1(x) = a11x1 + . . . + a1qxq ≥ 0,
L2(x) = a21x1 + . . . + a2qxq ≥ 0,
... ... ... ... ... ... ... ... ...
Lp(x) = ap1x1 + . . . + apqxq ≥ 0

(36)

� ÑËÎÄÍ. Êàê è â ñëó÷àå ÑËÎÄÓ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè L1(x), ìíîæåñòâî âåêòîðîâ êàíî-
íè÷åñêîãî áàçèñà ìîæíî ðîçáèòü íà òðè ãðóïïû:

M0
1 = {e|L1(e) = 0}, M+

1 = {e|L1(e) > 0}, M−
1 = {e|L1(e) < 0}.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

M ′
1 = M0

1 ∪M+
1 ∪ {y0ij |y0ij = −L1(ei)ej + L1(ej)ei, ej ∈ M+

0 , ei ∈ M−
0 }.

Èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ L2(x), ðàçîáúåì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà M ′
1 àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó

òîæå íà òðè ãðóïïû

M0
2 = {e|L2(e) = 0}, M+

2 = {e|L2(e) > 0}, M−
2 = {e|L2(e) < 0}

è ïîñòðîèì ìíîæåñòâî

M ′
2 = M0

2 ∪M+
2 ∪ {y0ij |y0ij = −L2(ei)ej + L2(ej)ei, ej ∈ M+

1 , ei ∈ M−
1 }.

Ïóñòü òàêèì ñïîñîáîì ïîñòðîåíî ìíîæåñòâî

M ′
i = M0

i ∪M+
i ∪ {y0kj |y0kj = −Li(ek)ej + Li(ej)ek, ej ∈ M+

i , ek ∈ M−
i }

ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Li(x) è ýòî ìíîæåñòâî íåïóñòîå. Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 32. Âåêòîðû èç TSS M ′
i ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâî, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ïðî-

èçâîëüíîå ðåøåíèå x ïîäñèñòåìû S′ = L1(x) ≥ 0∧ ∧L2(x) ≥ 0 ∧ . . . ∧ Li(x) ≥ 0 ñèñòåìû S
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå íåîòðèöàòåëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

kx = a1e1 + . . .+ atet + b1e
′
1 + . . .+ bre

′
r + d1y

0
i1 + . . .+ dly

0
il, (37)

ãäå ek ∈ M0
i , e′j ∈ M+

i , yij ∈ {y0ij |y0ij = −Li(ei)ej + Li(ej)ei, ej ∈ M+
i , ek ∈ M−

i }.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç M ′
i+1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñè-

ñòåìû S′. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîå
ðåøåíèå ñèñòåìû S′ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (37). Äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî ÷èñëó
íåðàâåíñòâ â ñèñòåìå S′.
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Áàçèñ èíäóêöèè èìååò ìåñòî íà îñíîâàíèè ëåììû 9. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ëþáîå
ðåøåíèå x′ íåðàâåíñòâà L1(x) ≥ 0 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå íåîòðèöàòåëüíîé ëèíåéíîé êîìáè-
íàöèè ÷åðåç âåêòîðû êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà M ′

0, òî ïðèìåíÿÿ ëåììó 9 ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî
íóæíî, óäàëèì âåêòîðû ìíîæåñòâà M−

1 , êîòîðûå âõîäÿò â çàïèñü x′. Ïîëó÷àåì ïðåäñòàâ-
ëåíèå âåêòîðà x′ â âèäå (37).

Ïóñòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé ïîäñèñòåìû Si ñèñòåìû S, êîòîðàÿ
ñîñòîèò èç ïåðâûõ i < p íåðàâåíñòâ, è ïîêàæåì, ÷òî îíî ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïîäñèñòåìû
Si+1 ñèñòåìû S.

Ïóñòü x � ðåøåíèå ñèñòåìû Si+1, òîãäà ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè âåêòîð x
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

k′x = a′1e
′
1 + . . .+ a′te

′
t + b′1e

′′
1 + . . .+ b′re

′′
r + d′1y

0
i1 + . . .+ d′sy

0
is,

ãäå e′j ∈ M+
i , e′′k ∈ M−

i , y0il ∈ M0
i , j = 1, . . . , t, k = 1, . . . , r, l = 1, . . . , s, k′ ∈ N . Åñëè âñå ÷èñëà

b′k ðàâíû íóëþ, òî âñå äîêàçàíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñðåäè óêàçàííûõ ÷èñåë èìåþòñÿ ñòðîãî
ïîëîæèòåëüíûå. Òîãäà ñðåäè ÷èñåë a′i äîëæíû áûòü ÷èñëà òîæå ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå,
ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

Li+1(k
′x) = k′Li+1(x) = b′1Li+1(e

′′
1) + . . .+ b′rLi+1(e

′′
r ) + d′1Li+1(y

0
i1) + . . .+ d′sLi+1(y

0
is) < 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî x � ðåøåíèå ñèñòåìû Si+1.

Óäàëÿÿ âåêòîðû e′′k ∈ M−
i èç ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðà k′x ïóòåì ïðèìåíåíèÿ ëåììû 9,

ïðèâîäèì âåêòîð k′x ê âèäó (37). �
Îòñþäà âûòåêàåò òàêîé êðèòåðèé ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè ÑËÎÄÍ íàä ìíîæåñòâîì íà-

òóðàëüíûõ ÷èñåë N .

Òåîðåìà 33. ÑËÎÄÍ S′ = L1(x) ≥ 0 ∧ L2(x) ≥ 0 ∧ . . . ∧ Lp(x) ≥ 0 ñîâìåñòíà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà åå TSS M ′

p ̸= ∅.

Ïðèìåð 24. Ïóñòü äàíà ñèñòåìà

S =

{
L1(x) = −3x1 − 4x2 + 5x3 − 6x4 ≥ 0,
L2(x) = 2x1 + 3x2 − 3x3 + x4 ≥ 0.

Äëÿ ôóíêöèè L1(x) èìååì òàêèå ìíîæåñòâà

M0
1 = ∅, M−

1 = {(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 1)},
M+

1 = {(0, 0, 1, 0)}.

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè L1(x) íà ýòèõ âåêòîðàõ òàêîâû: −3, −4, −6, 5. Ñëåäîâàòåëüíî, TSS M ′
1 äëÿ L1(x) ≥ 0 èìååò âèä:

M ′
1 = {(0, 0, 1, 0), (5, 0, 3, 0), (0, 5, 4, 0), (0, 0, 6, 5)}.

Çíà÷åíèÿ íà ïîëó÷åííûõ âåêòîðàõ äëÿ L2(x) òàêîâû: −3, 1, 3, −13. Ñëåäîâàòåëüíî, TSS ñîñòîèò èç âåêòîðîâ:

M ′
2 = {(3, 0, 2, 0), (5, 0, 3, 0), (0, 5, 4, 0), (0, 1, 1, 0),

(13, 0, 9, 1), (0, 13, 14, 3)}.

Ïîñêîëüêó ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî íåïóñòî, òî ñèñòåìà S ñîâìåñòíà. ♠

8.7. Ïðîâåðêà ñîâìåñòíîñòè áåç ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ

Aíàëèç ïðîöåññà ïîñòðîåíèÿ TSS äëÿ ÑËÎÄÍ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè áàçèñà
ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé ÑËÎÄÍ ïóòåì ñâåäåíèÿ ê ÑËÎÄÓ ìîæíî èçáåæàòü ÿâíîãî
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ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ. Ýòî âîçìîæíî áëàãîäàðÿ ñïåöèôèêå ÑËÎÄÓ, êî-
òîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò äàííîé ÑËÎÄÍ. Îáúÿñíèì èäåþ ýòîãî ïîñòðîåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïðèìåðà.

Ïðèìåð 25. Ïîñòðîèòü TSS äëÿ ÑËÎÄÍ

S =

{
−2x1 + 1x2 − 1x3 + 1x4 + 0x5 ≥ 0,
1x1 − 2x2 − 3x3 + 2x4 + 1x5 ≥ 0.

Ðàññìîòðèì ÑËÎÄÓ S′, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò äàííîé ÑËÎÄÍ:

S =

{
−2x1 + 1x2 − 1x3 + 1x4 + 0x5 − 1x6 + 0x7 = 0,
1x1 − 2x2 − 3x3 + 2x4 + 1x5 + 0x6 − 1x7 = 0,

ãäå ïîñëåäíèå äâà ñòîëáèêà ñîîòâåòñòâóþò äîïîëíèòåëüíûì íåèçâåñòíûì x6 è x7.

TSS äëÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ÑËÎÄÓ S′ ñîñòîèò èç òàêèõ âåêòîðîâ-ðåøåíèé:

s1 = (1, 2, 0, 0, 0, 0, 0), s2 = (1, 0, 0, 2, 0, 0, 0), s3 = (0, 1, 1, 0, 0, 0, 0),

s4 = (0, 0, 1, 1, 0, 0, 0), s5 = (0, 0, 0, 0, 1, 0, 0), s6 = (0, 1, 0, 0, 0, 1, 0),

s7 = (0, 0, 0, 1, 0, 1, 0), s8 = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 1).

Ïðè ïîäñòàíîâêå ýòèõ âåêòîðîâ âî âòîðîå óðàâíåíèå ÑËÎÄÓ S′ ïîëó÷àåì òàêèå çíà÷åíèÿ: L2(s1) = −3, L2(s2) =
5, L2(s3) = −5, L2(s4) = −1, L2(s5) = 1, L2(s6) = −2, L2(s7) = = 2, L2(s8) = −1. Êîìáèíèðóÿ ýòè çíà÷åíèÿ â
ñîîòâåòñòâèè ñ TSS-àëãîðèòìîì, íàõîäèì òàêèå âåêòîðû:

m1 = (0, 1, 0, 1, 0|2, 0), m2 = (0, 0, 0, 1, 0|1, 2), m3 = (0, 0, 0, 0, 1|0, 1),
m4 = (1, 0, 0, 2, 0|0, 5), m5 = (0, 1, 0, 0, 2|1, 0), m6 = (2, 5, 0, 4, 0|5, 0),
m7 = (0, 0, 1, 1, 1|0, 0), m8 = (0, 0, 2, 3, 0|1, 0), m9 = (1, 0, 5, 7, 0|0, 0),

m10 = (1, 1, 1, 2, 0|0, 0), m11 = (0, 1, 1, 0, 5|0, 0), m12 = (0, 2, 2, 5, 0|5, 0),
m13 = (4, 5, 0, 3, 0|0, 0), m14 = (1, 2, 0, 0, 3|0, 0), m15 = (2, 4, 0, 3, 0|3, 0).

Â ïðîöåññå ÷èñòêè óäàëÿåì âåêòîð m6, òàê êàê m6 > m1, è âåêòîðû m12 è m15 ïî òîé æå ïðè÷èíå. Âåêòîð m10

óäàëÿåòñÿ, ïîñêîëüêó 5m10 = m9 +m13. Ñëåäîâàòåëüíî, TSS ÑËÎÄÓ S′ âêëþ÷àåò âåêòîðû:

m1 = (0, 1, 0, 1, 0|2, 0), m2 = (0, 0, 0, 1, 0|1, 2), m3 = (0, 0, 0, 0, 1|0, 1),
m4 = (1, 0, 0, 2, 0|0, 5), m5 = (0, 1, 0, 0, 2|1, 0), m7 = (0, 0, 1, 1, 1|0, 0),
m8 = (0, 0, 2, 3, 0|1, 0), m9 = (1, 0, 5, 7, 0|0, 0), m11 = (0, 1, 1, 0, 5|0, 0),

m13 = (4, 5, 0, 3, 0|0, 0), m14 = (1, 2, 0, 0, 3|0, 0).

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ïîñëåäíèå äâå êîîðäèíàòû ïîëó÷åííûõ âåêòîðîâ (ýòè êîîðäèíàòû îòäåëåíû âåðòèêàëü-
íîé ðèñêîé). Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ýòè êîîðäèíàòû ðàâíû L1(m′

i) è L2(m′
i), ãäå m′

i � âåêòîð, êîòîðûé âêëþ÷àåò
ïåðâûå q êîîðäèíàò âåêòîðà mi, i = 1, 2, . . . , 15. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî äàåò âîçìîæíîñòü íå ââîäèòü ÿâíî äîïîëíèòåëü-
íûå íåèçâåñòíûå, à â ïðîöåññå ÷èñòêè ïðè íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëÿòü êîîðäèíàòè, êîòîðûå òðåáóþñÿ äëÿ ñðàâíåíèÿ
âåêòîðîâ.

Åñëè âåðíóòüñÿ ê ÑËÎÄÍ S, òî TSS äëÿ L1(x) ≥ 0 èìååò âèä:

s′1 = (1, 2, 0, 0, 0), s′2 = (1, 0, 0, 2, 0), s′3 = (0, 1, 1, 0, 0), s′4 = (0, 0, 1, 1, 0),

s′5 = (0, 0, 0, 0, 1), s′6 = (0, 1, 0, 0, 0), s′7 = (0, 0, 0, 1, 0).

Ïðè ïîäñòàíîâêå ýòèõ âåêòîðîâ â L2(x) ≥ 0, ïîëó÷àåì òàêèå çíà÷åíèÿ: -3, 5, -5, -1, 1, -2, 2. Êîìáèíèðóÿ âåêòîðû
s′1 − s′7 â ñîîòâåòñòâèè ñ TSS-àëãîðèòìîì è äîáàâëÿÿ âåêòîðû s′2, s

′
5 è s′7, ïîëó÷àåì òàêèå âåêòîðû:

m′
1 = (0, 1, 0, 1, 0), m′

2 = (0, 0, 0, 1, 0), m′
3 = (0, 0, 0, 0, 1),

m′
4 = (1, 0, 0, 2, 0), m′

5 = (0, 1, 0, 0, 2), m′
6 = (2, 5, 0, 4, 0),

m′
7 = (0, 0, 1, 1, 1), m′

8 = (0, 0, 2, 3, 0), m′
9 = (1, 0, 5, 7, 0),

m′
10 = (1, 1, 1, 2, 0), m′

11 = (0, 1, 1, 0, 5), m′
12 = (0, 2, 2, 5, 0),

m′
13 = (4, 5, 0, 3, 0), m′

14 = (1, 2, 0, 0, 3), m′
15 = (2, 4, 0, 3, 0).

Â ïðîöåññå ÷èñòêè íàõîäèì, ÷òî m′
6 > m′

1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèíÿòü ðåøåíèå îá óäàëåíèè m′
6 èç TSS, âû÷èñëÿåì

L1(m′
6) = 5, L2(m′

6) = 0 è L2(m′
1) = 2, L2(m′

1) = 0. Òàê êàê âåêòîð (5, 0 ) > (2, 0), òî m′
6 óäàëÿåòñÿ èç TSS.

Àíàëîãè÷íî óäàëÿþòñÿ è âåêòîðû m′
12 è m′

15. ♠
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8.8. Êðàòêàÿ õàðàêòåðèñòèêà ìåòîäîâ

Ðàññìîòðåííûå ìåòîäû è àëãîðèòìû íå ñðàâíèâàþòñÿ ìåæäó ñîáîé è êàæäûé èç íèõ
ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê àëüòåðíàòèâíûé ìåòîä ðåøåíèÿ îäíîé è òîé æå çàäà÷è. Äåé-
ñòâèòåëüíî, óñëîâèÿ (Cp) è (PCp) â ìåòîäàõ Êîíòåæàí�Äåâè è Ïîòüå íå ñðàâíèâàþòñÿ,
ïîñêîëüêó êàæäîå èç íèõ íå âûòåêàåò èç äðóãîãî. Àëãîðèòì Äîìåíäæóäà ïðèíöèïèàëü-
íî îòëè÷àåòñÿ îò àëãîðèòìîâ Êîíòåæàí�Äåâè, Ïîòüå è TSS òåì, ÷òî ýòè àëãîðèòìû, êàê è
àëãîðèòì Ãàócñà, ïëîõî ðàñïàðàëëåëèâàþòñÿ, à àëãîðèòì Äîìåíäæóäà ðàñïàðàëëåëèâàåòñÿ.

Àëãîðèòì Ãàóññà, êðîìå òîãî, ÷òî îí ïî ñâîåé ñóòè ïîñëåäîâàòåëüíûé, èìååò è äðóãèå
íåäîñòàòêè:

� îí èñïîëüçóåò àëãîðèòì ðåøåíèÿ îäíîãî äèîôàíòîâîãî óðàâíåíèÿ (íàïðèìåð, àëãîðèòì
Ôîðòåíáàõåðà) ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî óðàâíåíèé â ñèñòåìå;

� ÷èñëî ïåðåìåííûõ â íîâîé ñèñòåìå ïðîïîðöèîíàëüíî ìîùíîñòè áàçèñà ðåøåíèé ïðåäû-
äóùåãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå â õóäøåì ñëó÷àå ïðîïîðöèîíàëüíî åêñïîíåíòå îò çíà÷åíèé êî-
ýôôèöèåíòîâ ýòîãî óðàâíåíèÿ;

� çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ â íîâîé ñèñòåìå áûñòðî âîçðàñòàþò;

� ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé âêëþ÷àåò íå òîëüêî ìèíèìàëüíûå ðåøåíèÿ, è ïîýòîìó
íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü äîïîëíèòåëüíóþ ðàáîòó ñ öåëüþ ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà ìèíèìàëü-
íûõ ðåøåíèé.

Àëãîðèòì Êîíòåæàí�Äåâè, õîòÿ è íå èìååò áîëüøèíñòâà íåäîñòàòêîâ, ïðèñóùèõ àëãî-
ðèòìó Ãàóññà, íî ñòàåò ìàëîýôôåêòèâíûì, êîãäà êîýôôèöèåíòû â óðàâíåíèÿõ èìåþò áîëü-
øèå íîðìû, õîòÿ íà ïðàêòèêå ýòîò àëãîðèòì çàðåêîìåíäîâàë ñåáÿ ñ íàèëó÷øåé ñòîðîíû
[51].

Ïðàêòèêà ïîêàçàëà, ÷òî àëãîðèòì Äîìåíäæóäà íå íàèëó÷øèé, ïîñêîëüêó íà ìíîãèõ
òåñòîâûõ ïðèìåðàõ îí ðàáîòàë íå ëó÷øå äðóãèõ àëãîðèòìîâ [47]. Îñíîâíûì íåäîñòàòêîì
àëãîðèòìà Äîìåíäæóäà ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíîñòü åãî èíêðåìåíòàëüíîãî èñïîëüçîâàíèÿ, â òî
âðåìÿ êàê àëãîðèòìû Êîíòåæàí�Äåâè, Ïîòüå è TSS äîïóñêàþò òàêîå èñïîëüçîâàíèå. Áîëü-
øå òîãî, äàííûå àëãîðèòìû ìîãóü êîíòðîëëèðîâàòü è îãðàíè÷èâàòü ãåíåðàöèþ êîìïîíåíò
ñ ïîìîùüþ ñàìèõ æå êîìïîíåíò.

Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè àëãîðèòìû ïðèìåíèìû ê ðåøåíèþ íå òîëüêî ÑËÎÄÓ, íî è ê ðåøå-
íèþ ÑËÍÄÓ è ðåøåíèþ ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ.

Ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ ñîâìåñòíîñòè ÑËÎÄÓ ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ TSS ñðàâíèâàåòñÿ
òîëüêî ñ àëãîðèòìîì Äîìåíäæóäà è ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî TSS è ìèíèìàëüíîå
ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî ñîâïàäàþò. Îäíàêî TSS-àëãîðèòì îáëàäàåò ñâîéñòâîì èíêðåìåí-
òàëüíîñòè, à àëãîðèòì Äîìåíäæóäà ýòèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàåò. Åñëè â àëãîðèòìå Äîìåí-
äæóäà çàìåíèòü àëãîðèòì, ðåàëèçóþùèé ïåðâûé øàã, TSS-àëãîðèòìîì, òî ìîæíî ïîëó÷èòü
íîâûé àëãîðèòì, êîòîðûé óæå áóäåò èìåòü ñâîéñòâî èíêðåìåíòàëüíîñòè. Êðîìå ýòîãî, àë-
ãîðèòì ïîñòðîåíèÿ TSS

� íå òðåáóåò íèêàêèõ ïðåäâàðèòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èëè ïðîâåðîê ñèñòåìû;

� ìîæåò îïðåäåëÿòü (è â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè óäàëÿòü) ëèíåéíî çàâèñèìûå óðàâíåíèÿ
â ñèñòåìå;

� ìîæåò âû÷èñëÿòü ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû;

� ïðèìåíèì ê ñèñòåìàì ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ è íåîäíîðîäíûõ íåðàâåíñòâ.

Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî TSS-àëãîðèòì äîñòàòî÷íî õîðîøî ðàáîòàåò ñ ñèñòåìàìè, ó
êîòîðûõ ðàçðåæåííûå ìàòðèöû. Åñëè ìàòðèöà ñèñòåìû íå ðàçðåæåíà è ÷èñëî óðàâíåíèé â
ñèñòåìå áîëüøå ïîëîâèíû ÷èñëà åå íåèçâåñòíûõ, òî öåëåñîîáðàçíî ìàòðèöó òàêîé ñèñòåìû
ïðåäâàðèòåëüíî äèàãîíàëèçèðîâàòü.
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9. ßçûê ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä êîëüöîì Z

Ðàññìîòðèì ìîäèôèêàöèþ TSS-àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ äèîôàíòîâûõ
óðàâíåíèé íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë Z [11].

9.1. TSS-ìåòîä ðåøåíèÿ ËÎÄÓ

Ïóñòü äàíî ËÎÄÓ

L(x) = a1x1 + . . .+ aixi + . . .+ aqxq = 0, (38)

ãäå ai, xi ∈ Z, i = 1, . . . , q.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ôóíêöèè L(x) ïåðâûì íåíóëåâûì êîýô-
ôèöèåíòîì áóäåò a1 è a1 > 0. Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

B = {e1 = (−a2, a1, 0, . . . , 0), e2 = (−a3, 0, a1, 0, . . . , 0), eq−1 = (−aq, 0, 0, . . . , 0, a1)} ∪M0,

ãäå M0 = {er : L(er) = 0}, ïðè÷åì, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ai ̸= 0 ÍÎÄ(ai, a1) ̸= 1, òî ñî-
êðàòèì êîîðäèíàòû òàêîãî âåêòîðà íà ýòîò ÍÎÄ. Âûáðàííûé íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò a1
áóäåì íàçûâàòü îñíîâíûì. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå âåêòîðû â ìíîæåñòâå
B òàêîâû, ÷òî ai è a1 âçàèìíî ïðîñòû. Èíûìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî B, êàê è ðàíüøå, ñòðî-
èòñÿ ïóòåì êîìáèíèðîâàíèÿ ïåðâîãî íåíóëåâîãî êîýôôèöèåíòà ñ îñòàëüíûìè íåíóëåâûìè
êîýôôèöèåíòàìè, âçÿòûìè ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè çíàêàìè, è ïîïîëíåíèÿ âåêòîðàìè êàíîíè-
÷åñêîãî áàçèñà, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò íóëåâûì êîýôôèöèåíòàì ËÎÄÓ (38). Ïîñòðîåííîå
òàêèì îáðàçîì TSS áóäåì íàçûâàòü ïðåäáàçèñîì. Î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîðû èç ìíîæåñòâà
B ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ËÎÄÓ (38), à ñàìî ìíîæåñòâî B � çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæå-
íèÿ, âû÷èòàíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíò èç êîëüöà Z. Ïóñòü M � ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé
ËÎÄÓ (38).

Ëåììà 10. Ïóñòü x = (c1, c2, . . . , cq) � íåêîòîðîå ðåøåíèå ËÎÄÓ (38), òîãäà åñëè x /∈
B, òî x ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âèäà

a1x = c2e1 + c3e2 + . . .+ cqeq−1,

ãäå ei ∈ B, i = 1, . . . , q − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x = (c1, . . . , cq) ∈ M , òî âåêòîð

c2e1 + c3e2 + . . .+ cqeq−1 = (−c2a2 − c3a3 − . . .− cqaq, c2a1, . . . , cqa1) =

= (c1a1, c2a1, . . . , cqa1) = a1(c1, c2, . . . , cq) = a1x,

ãäå a1c1 = −a2c2 − a3c3 − . . .− aqcq â ñèëó òîãî, ÷òî x � ðåøåíèå ËÎÄÓ (38).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè íåêîòîðûé âåêòîð ej èç B ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà
è j-ÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà x ðàâíà cj , òî â ïðåäñòàâëåíèè âåêòîðà x âåêòîð ej âõîäèò ñ
êîýôôèöèåíòîì a1cj . �.

Èç äîêàçàííîé ëåììû âûòåêàåò òàêîå ïîëåçíîå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 6. Åñëè ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ ËÎÄÓ èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí êîýôôèöèåíò
ðàâíûé 1, òî ìíîæåñòâî B ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé ËÎÄÓ.

Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà ýëåìåíòû ìíîæåñòâà B èìåþò âèä
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{e1 = (−a2, 1, 0, . . . , 0), e2 = (−a3, 0, 1, 0, . . . , 0), eq−1 = (−aq, 0, 0, . . . , 0, 1)} ∪M0,

ò.å. â ðàçëîæåíèè ïðîèçâîëüíîãî ðåøåíèÿ x ïî âåêòîðàì èç ìíîæåñòâà B îñíîâíîé
êîýôôèöèåíò ñîãëàñíî ëåììå 10 áóäåò ðàâíûì åäèíèöå. À ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî
B � áàçèñ. �

Ïðèìåð 26. Ïîñòðîèòü TSS ËÎÄÓ

L(x) = 3x1 + y − z + 2u+ v = 0.

Ïðåäáàçèñ èëè TSS ýòîãî ËÎÄÓ èìååò âèä

e1 = (−1, 3, 0, 0, 0), e2 = (1, 0, 3, 0, 0), e3 = (−2, 0, 0, 3, 0), e4 = (−1, 0, 0, 0, 3).

Ðåøåíèÿ ËÎÄÓ x1 = (0, 2, 3, 0, 1), x2 = (1, 1, 0,−2, 0) èìåþò ïðåäñòàâëåíèÿ 3x1 = 2e1 + 3e2 + e4, 3x2 = e1 − 2e3.

Áàçèñîì ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé äëÿ ýòîãî ËÎÄÓ áóäåò ìíîæåñòâî

B = {e1 = (1,−3, 0, 0, 0), e2 = (0, 1, 1, 0, 0), e3 = (0,−2, 0, 1, 0), e4 = (0,−1, 0, 0, 1)}.

Â ýòîì áàçèñå âåêòîðû x1 è x2 èìåþò ïðåäñòàâëåíèå: x1 = 3e2 + e4, x2 = e1 − 2e3. ♠

9.2. TSS-ìåòîä ðåøåíèÿ ÑËÎÄÓ

Ðàññìîòðèì ÑËÎÄÓ

S =


L1(x) = a11x1 + . . . + a1qxq = 0,
L2(x) = a21x1 + . . . + a2qxq = 0,
... ... ... ... ... ... ... ... ...

Lp(x) = ap1x1 + . . . + apqxq = 0,

(39)

ãäå aij , xi ∈ Z, i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , q.

Ïîñòðîèì ïðåäáàçèñ B1 = {e11, e12, . . . , e1q−1} äëÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ L1(x) = 0 è âû-
÷èñëèì çíà÷åíèÿ L2(e1i) = bi, ãäå e1i ∈ B1, bi ∈ Z. Ñîñòàâèì óðàâíåíèå

b1y1 + . . .+ biyi + . . .+ bq−1yq−1 = 0, (40)

è ïîñòðîèì äëÿ íåãî ïðåäáàçèñ B′
1 = {s1, . . . , sq−2}. Âåêòîðàì si èç B′

i ñîîòâåòñòâóþò
âåêòîðû-ðåøåíèÿ B2 = {e21, . . . , e2q−2} ÑËÎÄÓ L1(x) = 0 ∧ L2(x) = 0.

Ëåììà 11.Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ B2 ñîñòàâëÿåò ïðåäáàçèñ ÑËÎÄÓ L1(x) = 0∧L2(x) =
0, ò. å. ëþáîå ðåøåíèå x ýòîé ÑËÎÄÓ èìååò ïðåäñòàâëåíèå kx = l1e21 + . . . + lq−2e2q−2,
ãäå e2i ∈ B2, li ∈ Z, i = 1, . . . , q − 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ÑËÎÄÓ L1(x) = 0 ∧ L2(x) = 0.
Ïîñêîëüêó x � ðåøåíèå L1(x) = 0, òî â ñèëó ëåììû 10 x ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

dx = a1e11 + . . .+ aq−1e1q−1,

ãäå e1i ∈ B1, ai ∈ Z, i = 1, . . . , q−1. Òîãäà, â ñèëó òîãî, ÷òî x � ðåøåíèå L2(x) = 0, ïîëó÷àåì

L2(dx) = a1b1 + . . .+ aq−1bq−1 = 0,

ãäå bj = L2(e1j), j = 1, . . . , q−1. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð a = (a1, . . . , aq−1) � ðåøåíèå ËÎÄÓ
(40) è â ñèëó ëåììû 10 ïîëó÷àåì
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ka = d1s1 + . . .+ dq−2sq−2,

ãäå si ∈ B′
1, di ∈ Z, i = 1, . . . , q − 2, à k � îñíîâíîé êîýôôèöèåíò ýòîãî ËÎÄÓ. Îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî

kdx = d1e21 + . . .+ dq−2e2q−2,

ãäå e2i ∈ B2, i = 1, . . . , q − 2. �.
Ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè íåïîñðåäñòâåííî èç ëåìì 10 è 11 ñëåäóåò ñïðà-

âåäëèâîñòü òàêîé òåîðåìû.

Òåîðåìà 34. TSS ÑËÎÄÓ (39) B, ïîñòðîåííîå âûøåîïèñàííûì ñïîñîáîì, ÿâëÿåòñÿ
ïðåäáàçèñîì ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé ýòîé ÑËÎÄÓ.

Ïðèìåð 27. Íàéäåì ïðåäáàçèñ äëÿ ÑËÎÄÓ

S =

{
L1(x) = 3x1 + x2 − x3 + 2x4 + x5 = 0,
L2(x) = 2x1 + 3x2 + 0x3 − x4 + 2x5 = 0.

Ïðåäáàçèñ äëÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ áûë ïîñòðîåí âûøå â ïðèìåðå 28:

B1 = {e11 = (1,−3, 0, 0, 0), e12 = (0, 1, 1, 0, 0), e13 = (0,−2, 0, 1, 0), e14 = (0,−1, 0, 0, 1)}.

Çíà÷åíèÿ L2(x) íà ýòèõ âåêòîðàõ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî -7, 3, -7, -1. Ñîñòàâëÿåì óðàâíåíèå −7y1 + 3y2 − 7y3 − y4 = 0
è ñòðîèì ïðåäáàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ýòîãî ËÎÄÓ:

B′
1 = {s1 = (3, 7, 0, 0), s2 = (−1, 0, 1, 0), s3 = (−1, 0, 0, 7)}.

Ýòèì âåêòîðàì ñîîòâåòñòâóåò TSS (ïðåäáàçèñ)

B2 = {e21 = (3,−2, 7, 0, 0), e22 = (−1, 1, 0, 1, 0), e23 = (−1,−4, 0, 0, 7)}.

Åñëè ïðè ïîñòðîåíèè ïðåäáàçèñà óðàâíåíèÿ −7y1 + 3y2 − 7y3 − y4 = 0 êîìáèíèðîâàíèå âåñòè ïî ïîñëåäíåìó

çíà÷åíèþ (ò. å. ïî -1), òî ïîëó÷àåì òàêîé áàçèñ ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé äàííîé ÑËÎÄÓ

{e21 = (1, 4, 0, 0,−7), e22 = (0,−2, 1, 0, 3), e23 = (0, 5, 0, 1,−7)}. ♠

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñëåäñòâèå 6, ðåçóëüòàò òåîðåìû 34 ìîæíî óñèëèòü ïóòåì ââå-
äåíèÿ èçáûòî÷íîñòè â ïðåäáàçèñ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü íà îñíîâàíèè òîãî, ÷òî çíà÷åíèÿ êî-
ýôôèöèåíòîâ â óðàâíåíèè L1(x) = a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = 0 âçàèìíî ïðîñòû. Áëà-
ãîäàðÿ ýòîìó âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ñðåäè çíà÷åíèé L1(x) áûëà åäèíèöà. Íå
îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ÍÎÄ(a11, a12, a13) = 1, ò. å. ïåðâûå òðè
êîýôôèöèåíòû âçàèìíî ïðîñòû â L1(x). Òîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëà d1, d2, d3 òàêèå, ÷òî íà
âåêòîðå y = (d1, d2, d3, 0, . . . , 0) çíà÷åíèå L1(y) = 1. Äîáèâøèñü ýòîãî, âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ
L1(x) íà âåêòîðàõ êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà. Ïîñòðîèì ïðåäáàçèñ B1, êîìáèíèðóÿ âåêòîð y ñ
îñòàëüíûìè âåêòîðàìè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðåäáàçèñà. Çàìåòèì, ÷òî âåêòîðû èç B1 èìåþò âèä

e′1 = −a11y+ e1, e
′
2 = −a12y+ e2, e

′
3 = −a13y+ e3, e

′
4 = −a14y+ e4, . . . , e

′
n = −a1ny+ en, (41)

ãäå ei � âåêòîðû êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà, aij � êîýôôèöèåíòû â óðàâíåíèè L1(x) = 0. Â
êîîðäèíàòíîé ôîðìå âåêòîðû e′i âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

e′1 = (−a11d1 + 1,−a11d2,−a11d3, 0, . . . , 0),

e′2 = (−a12d1,−a12d2 + 1,−a12d3, 0, . . . , 0),

e′3 = (−a13d1,−a13d2,−a13d3 + 1, 0, . . . , 0),

e′4 = (−a14d1,−a14d2,−a14d3, 1, . . . , 0),

................................................................

e′n = (−a1nd1,−a1nd2,−a1nd3, 0, . . . , 1).
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Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 35. TSS ËÎÄÓ (38) B1, ïîñòðîåííîå âûøåîïèñàííûì ñïîñîáîì, ÿâëÿåòñÿ áà-
çèñîì ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé ýòîãî ËÎÄÓ L1(x) = 0.

Ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå l3, ãäå l � ìàêñèìàëüíîå èç
÷èñåë m è q, ãäå q � êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ â ËÎÄÓ, à m � ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà äâîè÷íîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ËÎÄÓ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x = (c1, c2, . . . , cq) � ðåøåíèå ËÎÄÓ L1(x) = 0. Òîãäà âåêòîð x
èìååò ïðåäñòàâëåíèå

x = c1e
′
1 + c2e

′
2 + c3e

′
3 + c4e

′
4 + . . .+ cqe

′
q =

= ([−c1a11d1 + c1 − c2a12d1 − c3a13d1 − c4a14d1 − . . .− cqa1qd1],

[−c1a11d2 − c2a12d2 + c2 − c3a13d2 − c4a14d2 − . . .− cqa1qd2],

[−c1a11d3 − c2a12d3 − c3a13d3 + c3 − c4a14d3 − . . .− cqa1qd3], c4, . . . , cq) =

= (c1, c2, c3, c4, . . . , cq)

â ñèëó òîãî, ÷òî L(x) = a11c1 + a12c2 + . . .+ a1qcq = 0.

Ñëîæíîñòü äàííîãî àëãîðèòìà îïðåäåëÿåòñÿ ñëîæíîñòüþ ðàñøèðåííîãî àëãîðèòìà Ýâ-
êëèäà, íàõîäÿùåãî âìåñòå ñ ÍÎÄ è ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ, ïðåäñòàâëÿþùóþ ýòîò ÍÎÄ.
Èçâåñòíî (ñì. [15]), ÷òî ýòà ñëîæíîñòü âûðàæàåòñÿ âåëè÷èíîé O(m logm), ãäå m � äëè-
íà äâîè÷íîé çàïèñè ìàêñèìàëüíîãî èç êîýôôèöèåíòîâ ËÎÄÓ. Ýòîò àëãîðèòì ïðèìåíÿåòñÿ
íå áîëåå q ðàç è òîãäà èìååì îöåíêó O(mq logm). Ïîñòðîåíèå áàçèñà B1 òðåáóåò íå áîëåå
q3 îïåðàöèé. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùàÿ îöåíêà âðåìåííîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìà âûðàæàåòñÿ
âåëè÷èíîé O(l3), ãäå l = max(m, q). �.

Èç ýòîé òåîðåìû âûòåêàåò òàêîå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 7. Âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé
ÑËÎÄÓ âèäà (39) ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå O(pl3), ãäå p � êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé ÑËÎÄÓ,
à l = max(m, p).

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûå òðè âåêòîðà e′1, e
′
2, e

′
3 â ïðåäñòàâëåíèè (41) ëèíåéíî çàâèñèìû. Äåé-

ñòâèòåëüíî, â ñèëó òîãî, ÷òî a11d1 + a12d2 + a13d3 = 1, òî

d1e
′
1 + d2e

′
2 + d3e

′
3 = 0.

Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðîâ, èìååì

d1e
′
1 + d2e

′
2 + d3e

′
3 = (a12d1d2 + a13d1d3,−a11d1d2,−a11d3, 0, . . . , 0)+

+(−a12d1d2, a11d1d2 + a13d2d3,−a12d2d3, 0 . . . , 0)+

+(−a13d1d3,−a13d2d3, a11d1d3 + a12d2d3, 0 . . . , 0) = 0.

Òàêèì îáðàçîì îäèí èç âåêòîðîâ e′1, e
′
2, e

′
3 ìîæíî óäàëèòü èç ïîëó÷åííîãî áàçèñà ðåøåíèé.

9.3. TSS-ìåòîä ðåøåíèÿ ÑËÍÄÓ

Ïóñòü S � ÑËÍÄÓ âèäà (39) è bp ̸= 0. Âûïîëíÿÿ ýëèìèíàöèþ ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ â ïåðâûõ
p− 1 óðàâíåíèÿõ ïðåîáðàçóåì èñõîäíóþ ÑËÍÄÓ ê âèäó

S′ =


L′
1(x) = a′11x1 + . . . + a′1qxq = 0,

L′
2(x) = a′21x1 + . . . + a′2qxq = 0,

... ... ... ... ... ... ... ... ...
L′
p−1(x) = a′p−11x1 + . . . + a′p−1qxq = 0,

Lp(x) = ap1x1 + . . . + apqxq = bp.

(42)
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Ïîñòðîèì áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÑËÎÄÓ, ñîñòîÿùåé èç p− 1 ïåðâûõ óðàâíåíèé ñè-
ñòåìû (42). Ïóñòü ýòî áóäóò âåêòîðû {s1, . . . , sk}. Íàéäåì çíà÷åíèÿ Lp(sj) = aj , j = 1, . . . , k.
Äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé âåðíà

Òåîðåìà 36. ÑËÍÄÓ âèäà (42) (à âìåñòå ñ íåé è ÑËÍÄÓ (19)) ñîâìåñòíà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ËÍÄÓ a1y1 + a2y2 + . . . + akyk = bp èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå â
ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè óðàâíåíèå a1y1 + a2y2 + . . . + akyk = bp èìååò ðåøåíèå
(c1, c2, . . . , ck), òî î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîð s = c1s1 + c2s2 + . . .+ cksk � ðåøåíèå ÑËÍÄÓ.

Åñëè ÑËÍÄÓ ñîâìåñòíà è s = (k1, k2, . . . , kn) åå ðåøåíèå, òî ïðåäñòàâèì s â âèäå ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïîäñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ïåðâûõ p−1 îäíîðîäíûõ
óðàâíåíèé ñèñòåìû (42), ò. å.

s = c1s1 + c2s2 + . . .+ cksk.

Òîãäà Lp(s) = c1a1 + c2a2 + . . .+ cksk = bq äîëæíî èìåòü õîäÿ áû îäíî ðåøåíèå, ïîñêîëüêó
s ðåøåíèå ÑËÍÄÓ. �.

Èçâåñòíî, ÷òî îáùåå ðåøåíèå ÑËÍÄÓ èìååò âèä y = x +
k∑

i=1
aixi, ãäå x � ÷àñòíîå

ðåøåíèå ÑËÍÄÓ, xi � áàçèñíûå ðåøåíèÿ ïðèâåäåííîé ÑËÎÄÓ, ai � ïðîèçâîëüíûå öåëûå
÷èñëà, à k � êîëè÷åñòâî áàçèñíûõ ðåøåíèé. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëíîãî ðåøåíèÿ ÑËÍÄÓ
íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé åå ÑËÎÄÓ è íàéòè îäíî èç ðåøåíèé
ÑËÍÄÓ. Ïîèñê òàêîãî ðåøåíèÿ, êàê ñëåäóåò èç âûøåèçëîæåííîãî, ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ a1y1 + a2y2 + . . . + akyk = bp. Ýòî ðåøåíèå ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð,
ìåòîäîì íàèìåíüøåãî êîýôôèöèåíòà.

Ïðèìåð 28. Ïðîâåðèòü íà ñîâìåñòíîñòü ÑËÍÄÓ

S =

{
L1(x) = 2x1 − 3x2 + x3 + x4 + 0x5 = 1,
L2(x) = 3x1 + x2 + x3 + 0x4 − x5 = −2.

Ïðåîáðàçîâàííàÿ ÑËÍÄÓ èìååò âèä

S′ =

{
L′
1(x) = 7x1 − 5x2 + 3x3 + 2x4 − x5 = 0,

L2(x) = 3x1 + x2 + x3 + 0x4 − x5 = −2.

Áàçèñ ËÎÄÓ L1(x)′ = 0 ñîñòàâëÿþò âåêòîðû (çäåñü íå íóæíî âû÷èñëÿòü ÍÎÄ êîýôôèöèåíòîâ, ïîñêîëüêó èìååòñÿ
êîýôôèöèåíò ðàâíûé 1):

(1, 0, 0, 0, 7), (0, 1, 0, 0,−5), (0, 0, 1, 0, 3), (0, 0, 0, 1, 2).

Çíà÷åíèÿ L2(x) íà ýòèõ âåêòîðàõ ðàâíû -4, 6, -2, -2. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ýòèõ çíà÷åíèé ðàâåí 2 è ÿâëÿåòñÿ
äåëèòåëåì ñâîáîäíîãî ÷ëåíà b2 = −2. Ñëåäîâàòåëüíî, ÑËÍÄÓ èìååò ðåøåíèå, ò. å. ñîâìåñòíà. ×àñòíûì ðåøåíèåì
ÑËÍÄÓ ÿâëÿåòñÿ âåêòîð x1 = (0, 0, 0, 1, 2), à ðåøåíèÿìè ÑËÎÄÓ, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò äàííîé ÑËÍÄÓ, ÿâëÿþòñÿ
âåêòîðû x1 = (1, 0, 0,−2, 3), x2 = (0, 0, 1,−1, 1), x− 3 = (0, 1, 0, 3, 1).

Åñëè äàíà ñèñòåìà

S′ =

{
L′
1(x) = 7x1 − 5x2 + 3x3 + 2x4 − x5 = 0,

L2(x) = 3x1 + x2 + x3 + 0x4 − x5 = −3,

òî îíà ðåøåíèé íå èìååò â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë, ïîñêîëüêó ÍÎÄ(-4, 6, -2, -2) = 2 íå äåëèò ñâîáîäíûé ÷ëåí -3 è ïîýòîìó

óðàâíåíèå −4x+ 6y − 2z − 2u = −3 íå èìååò ðåøåíèé.
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10 ßçûê ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä ìíîæåñòâîì {0,1}

Ðàññìîòðèì êëàññ ÑËÎÄÓ âèäà

S =


1x1 + 0x2 . . . + 0xq 1xq+1 0xq+2 . . . 0x2q −1x2q+1 = 0,
0x1 + 1x2 . . . + 0xq 0xq+1 1xq+2 . . . 0x2q −1x2q+1 = 0,
... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
0x1 + 0x2 . . . + 1xq 0xq+1 0xq+2 . . . 1x2q −1x2q+1 = 0.

(43)

Ñòðîåíèå òàêîé ÑËÎÄÓ î÷åâèäíî: ê äâóì åäèíè÷íûì ìàòðèöàì ðàçìåðíîñòè q × q,
çàïèñàííûõ îäíà çà äðóãîé, äîáàâëÿåòñÿ âåêòîð-ñòîëáèê, ñîñòîÿùèé èç -1 (ñì. ðàçäåë 7.3).

Íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå TSS-àëãîðèòìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñãåíåðèðîâàííîå èì ìíî-
æåñòâî ðåøåíèé ñîâïàäàåò ñ áàçèñîì ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé äàííîé ÑËÎÄÓ è ñîñòîèò
èç 2q âåêòîðîâ. Ýòè âåêòîðû èìåþò ñëåäóþùèå èíòåðåñíûå äëÿ íàñ ñâîéñòâà :

a) ïåðâûå q êîîðäèíàò è âòîðûå q êîîðäèíàò äîïîëíÿþò äðóã äðóãà, ò. å. åñëè i-ÿ êîîð-
äèíàòà ïåðâîé ÷àñòè ðàâíà 1 (0), òî q+i-ÿ êîîðäèíàòà âòîðîé ÷àñòè ðàâíà 0 (1), à ïîñëåäíÿÿ
êîîðäèíàòà òàêîãî ðåøåíèÿ âñåãäà ðàâíà 1;

b) âåëè÷èíû ïåðâûõ q êîìïîíåíò âîçðàñòàþò îò 0 äî 2q−1, ò. å. âêëþ÷àþò âñå âîçìîæíûå
êîìáèíàöèè 0 è 1.

Äëÿ ïðèìåðà, ðàññìîòðèì ñèñòåìó

S =


1x1 + 0x2 + 0x3 + 0x4 + 1x5 + 0x6 + 0x7 + 0x8 −1x9 = 0,
0x1 + 1x2 + 0x3 + 0x4 + 0x5 + 1x6 + 0x7 + 0x8 −1x9 = 0,
0x1 + 0x2 + 1x3 + 0x4 + 0x5 + 0x6 + 1x7 + 0x8 −1x9 = 0,
0x1 + 0x2 + 0x3 + 1x4 + 0x5 + 0x6 + 0x7 + 1x8 −1x9 = 0.

TSS äàííîé ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ áàçèñîì ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé è ñîñòîèò èç òàêèõ
16 âåêòîðîâ, ãðóïïû êîîðäèíàò êîòîðûõ îòäåëåíû ïðîáåëàìè:

x1 = (1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1), x2 = (0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 1), x3 = (1, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 1), x4 = (0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 1),

x5 = (1, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 1), x6 = (0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 1), x7 = (1, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1), x8 = (0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 1),

x9 = (1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1), x10 = (0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 1), x11 = (1, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 1), x12 = (0, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 1),

x13 = (1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1), x14 = (0, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 1), x15 = (1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1), x16 = (0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1).

Îòìå÷åííûå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà ðåøåíèé äëÿ òàêîãî âèäà ÑËÎÄÓ ïîçâîëÿþò ïîñòðî-
èòü äîñòàòî÷íî ýêîíîìíûé ïî ïàìÿòè àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé
äëÿ îáùåãî âèäà ÑËÎÄÓ íàä ìíîæåñòâîì {0, 1}.

Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ ýòîãî àëãîðèòìà âûòåêàåò èç ñâîéñòâà èíêðåìåíòàëüíîñòè TSS è ñâîé-
ñòâà a), ïðèâåäåííîãî âûøå. Îíà ñîñòîèò â ðåàëèçàöèè ïîëíîãî ïåðåáîðà âàðèàíòîâ è íå
òðåáóåò ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé ñëåäóþùåãî âèäà

S′′ =


S,
1 0 . . . 0 1 . . . 0 −1 = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 0 . . . 1 −1 = 0.

Èç ñâîéñòâà èíêðåìåíòàëüíîñòè àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ TSS ñëåäóåò, ÷òî TSS äàííîé
ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ TSS ñèñòåìû

S1 =


1 0 . . . 0 1 . . . 0 −1 = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 0 . . . 1 −1 = 0,
S.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âû÷èñëÿòü TSS äëÿ ïîäñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç óðàâíåíèé ïðåäøå-
ñòâóþùèõ ñèñòåìå S (íàçîâåì åå âåðõíåé), íåò íåîáõîäèìîñòè, ò. ê. ýòî ìíîæåñòâî èçâåñòíî.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ ïîäñèñòåìû S äîïîëíÿþòñÿ íóëÿìè, òî òîëüêî
ïåðâûå q êîîðäèíàò TSS âåðõíåé ïîäñèñòåìû âëèÿþò íà îêîí÷àòåëüíîå TSS âñåé ñèñòåìû
â öåëîì. Ïîñêîëüêó çàêîí ñòðîåíèÿ ýòèõ êîîðäèíàò èçâåñòåí èç ñâîéñòâà a), îòìå÷åííîãî
âûøå, òî ïðè âû÷èñëåíèè TSS íåò íåîáõîäèìîñòè ââîäèòü äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå è
çàïîìèíàòü âñå TSS âåêòîðû âåðõíåé ïîäñèñòåìû. TSS âñåé ñèñòåìû ìîæíî âû÷èñëÿòü
ïåðåáèðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî âñå âàðèàíòû âåêòîðîâ TSS âåðõíåé ïîäñèñòåìû, çàïîìèíàÿ
òîëüêî áàçèñíûå ðåøåíèÿ. Ïðè÷åì ïðè ýòîì ïåðåáîðå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå ïî-
ðÿäêè.

Îñíîâûâàÿñü íà ýòèõ ðàññóæäåíèÿõ è èñïîëüçóÿ åñòåñòâåííûé ïîðÿäîê áóëåâñêèõ âåê-
òîðîâ, ïðèâåäåì ñòðóêòóðû äàííûõ àëãîðèòìà è ñàì àëãîðèòì â ýòèõ ñòðóêòóðàõ.

Ïóñòü x � q-ìåðíûé áóëåâñêèé âåêòîð, â êîòîðîì õðàíèòñÿ òåêóùåå çíà÷åíèå âåêòîðà-
ðåøåíèÿ ÑËÎÄÓ S, B îçíà÷àåò áàçèñ ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé S â ìíîæåñòâå {0, 1}, b(j) �
âåêòîðà-ñòîëáöû ìàòðèöû A ñèñòåìû S. Ïðè ýòèõ ñòðóêòóðàõ äàííûõ àëãîðèòì ïðèíèìàåò
âèä:

TSS − 01(b1, b2, . . . , bq, p)

Âõîä. b1, b2, . . . , bq � ñòîëáöû ìàòðèöû A ñèñòåìû A · x = 0, à p � èõ ðàçìåðíîñòü.

Âûõîä. B � áàçèñ ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû A · x = 0 â ìíîæåñòâå {0, 1}.
Ìåòîä.

begin

B = Ø; x = 0;

for i = 1 to 2q−1 do

x = x+ 1; y = 0;

for j = 1 to q do

if x(j) = 1 then y = y + b(j)

od

if y = 0 then add x to B

od

end

Õàðàêòåðèñòèêó âðåìåííîé ñëîæíîñòè äàííîãî àëãîðèòìà äàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 37 Âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà TSS-01 ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå pq ·
2q−1, à ïàìÿòü, èñïîëüçóåìàÿ àëãîðèòìîì, ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå max(pq, |B|q).

Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç âèäà àëãîðèòìà TSS − 01.

Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì ïðèìåíèì ê ëþáîé ÷èñëîâîé îáëàñòè, òàê êàê îí ñîâåðøåííî
íå çàâèñèò îò òîãî, êàêîìó ÷èñëîâîìó ìíîæåñòâó ïðèíàäëåæàò êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû.
Êðîìå òîãî, àëãîðèòì ïðèìåíèì áåç êàêèõ ëèáî ìîäèôèêàöèé ê íåîäíîðîäíûì ñèñòåìàì.

Ñâîéñòâî èíêðåìåíòàëüíîñòè TSS-àëãîðèòìà ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü àëãîðèòì ðåøåíèÿ
ÑËÎÄÓ â ìíîæåñòâå {0, 1} è äîêàçàòü ÷òî îí ñòðîèò áàçèñ âñåãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Îä-
íàêî, ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî âðåìÿ ãåíåðàöèè áàçèñà äëÿ ñèñòåìû S′′ íàìíîãî ëó÷øå,
÷åì âðåìÿ ãåíåðàöèè áàçèñà äëÿ ñèñòåìû, â êîòîðîé âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ïîäñèñòåìû ïîìå-
íÿëèñü ìåñòàìè. Ñêàçàííîå ïîäòâåðæäàåòñÿ òàêèì ïðèìåðîì ÑËÎÄÓ:
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

0 1 −1 1 1 −1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 = 0,
1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 = 0,

−1 −1 1 −1 1 1 −1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 = 0,
1 0 −1 1 −1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 = 0,
1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 = 0,
0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 −1 = 0,
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 −1 = 0,
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 −1 = 0,
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1 = 0,
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 −1 = 0,
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −1 = 0,
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 = 0.

TSS-àëãîðèòì ãåíåðèðóåò òàêîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ-ðåøåíèé ñèñòåìû

s1 = (11101011000101001), s2 = (01111110100000011), s3 = (10002021122202012),

s4 = (00012120222101022), s5 = (20211000020112222), s6 = (02210100200121222),

s7 = (12200001100222212), s8 = (00000000111111111), s9 = (05300112502554435),

s10 = (30213021031203123), s11 = (40434120040103244), s12 = (02003142424413024),

s13 = (03102132302312013)

çà âðåìÿ 0 ìèëèñåêóíä (ÎÑ Vista, CPU Duo T2080). Åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè ïîäñèñòåìû,
ò. å. ïðèìåíèòü TSS-àëãîðèòì ê ÑËÎÄÓ

1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 = 0,
0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 −1 = 0,
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 −1 = 0,
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 −1 = 0,
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1 = 0,
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 −1 = 0,
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −1 = 0,
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 = 0,
0 1 −1 1 1 −1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 = 0,
1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 = 0,

−1 −1 1 −1 1 1 −1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 = 0,
1 0 −1 1 −1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 = 0,

òî òîæå ìíîæåñòâî ðåøåíèé TSS-àëãîðèòì ãåíåðèðóåò çà 220 ìèëèñåêóíä.

Äàëüíåéøèé àíàëèç ýòîé ñèòóàöèè ïîêàçàë, ÷òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ýòó âîçìîæíîñòü è
ñîçäàòü äðóãîé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ áàçèñà, êîòîðûé òðåáóåò ââåäåíèÿ òîëüêî äâóõ äîïîë-
íèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ (à íå p äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ). Ïðèâåäåì êðàòêîå îïèñàíèå
ýòîãî àëãîðèòìà èç ðàáîòû [10].

Ïóñòü äàíà ÑËÎÄÓ

S =


a11x1 + . . . + a1qxq = 0,
a21x1 + . . . + a2qxq = 0
... ... ... ... ... ... ...

ap1x1 + . . . + apqxq = 0,

(44)

ãäå aij , bj ∈ Z (êîëüöî öåëûõ ÷èñåë), i = 1, 2, . . . , p, j = 1, 2, . . . , q. Òðåáóåòñÿ íàéòè áàçèñ
ìíîæåñòâà ðåøåíèé äàííîé ÑËÎÄÓ â ìíîæåñòâå {0, 1}.

Ðàáîòà îïèñûâàåìîãî íèæå àëãîðèòìà ñâîäèòñÿ ê âûïîëíåíèþ ñëåäóþùèõ øàãîâ.

1) Äëÿ çàäàííîé ÑËÎÄÓ S ñòðîèì åå TSS ñ ïîìîùüþ TSS-àëãîðèòìà. Ïóñòü â ðåçóëü-
òàòå ýòîãî ïîñòðîåíèÿ ïîëó÷åíû âåêòîðà-ðåøåíèÿ

(c11, c12, . . . , c1q),

(c21, c22, . . . , c2q),
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...............................

(ck1, ck2, . . . , ckq).

Åñëè TSS ñîäåðæèò âåêòîðà, êîîðäèíàòû êîòîðûõ ñîñòîÿò èç 0 è 1, òî çàíîñèì ýòè âåêòîðà
â áàçèñ è èñêëþ÷àåì èõ èç TSS.

2) Äîáàâëÿåì ê âåêòîðàì, ïîëó÷åííûì íà øàãå 1, îäíó íóëåâóþ äîïîëíèòåëüíóþ êî-
îðäèíàòó è äâà äîïîëíèòåëüíûõ âåêòîðà âèäà (0, 0, . . . , 0|1) è (0, 0, . . . , 0|0), ò. å. ïîëó÷àåì
òàêóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ:

(c11, c12, . . . , c1q|0),
(c21, c22, . . . , c2q|0),
..............................

(ck1, ck2, . . . , ckq|0),
(0, 0, 0, . . . , 0, 0|1),
(0, 0, 0, . . . , 0, 0|0).

3) Âû÷èñëåíèÿ áàçèñà íà ýòèõ âåêòîðàõ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì âûïîëíåíèÿ q øàãîâ ñëå-
äóþùåãî ñîäåðæàíèÿ:

a) i := 1;

b) îò i-ãî ñòîëáöà âû÷èòàåì ïî÷ëåííî ïîñëåäíèé, äîáàâëåííûé âåêòîð-ñòîëáåö;

c) ïîñëåäíåìó (äîáàâëåííîìó) âåêòîðó ïðèïèñûâàåòñÿ çíà÷åíèå 1.

Â ðåçóëüòàòå, íàïðèìåð, âûïîëíåíèÿ ïåðâîãî øàãà ïîëó÷àåòñÿ òàêàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ
è çíà÷åíèé:

(c11, c12, . . . , c1q|0) (c11, c12, . . . , c1q|0) c11
(c21, c22, . . . , c2q|0) (c21, c22, . . . , c2q|0) c21
............................... ⇒ ............................... ...
(ck1, ck2, . . . , ckq|0) (ck1, ck2, . . . , ckq|0) ck1
(0, 0, 0, . . . , 0, 0|1) (0, 0, 0, . . . , 0, 0|1) -1,
(0, 0, 0, . . . , 0, 0|0) (0, 0, 0, . . . , 0, 0|0) 1.

4) Êîìáèíèðóåì âåêòîðà òàê, êàê îíè êîìáèíèðóþòñÿ â TSS-àëãîðèòìå, èñïîëüçóÿ äëÿ
ýòîãî ïîñëåäíèé ñòîëáèê çíà÷åíèé (îí îòäåëåí âåðòèêàëüíûìè ëèíèÿìè). Åñëè ïîëó÷åííîå
TSS ñîäåðæèò âåêòîðà, êîîðäèíàòû êîòîðûõ ñîñòîÿò èç 0 è 1, òî çàíîñèì ýòè âåêòîðà â
áàçèñ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè âêëþ÷åíèÿ è èñêëþ÷àåì èõ èç TSS.

×èñòêà òåêóùåãî TSS âûïîëíÿåòñÿ â äâà ýòàïà (ýòàï a) è ýòàï á)):

à) ñðàâíèâàþòñÿ âåêòîðà èç òåêóùåãî áàçèñà (åñëè îí íåïóñò) è òåêóùåãî TSS è åñëè
âåêòîð èç áàçèñà áîëüøå âåêòîðà èç TSS, òî îí çàìåíÿåòñÿ â áàçèñå ìåíüøèì è óäàëÿåòñÿ
èç òåêóùåãî TSS, èíà÷å åñëè âåêòîð èç TSS áîëüøå âåêòîðà èç áàçèñà òî îí óäàëÿåòñÿ èç
TSS, à ïîòîì

á) ñðàâíèâàþòñÿ âåêòîðà èç TSS ìåæäó ñîáîé. Åñëè îäèí èç âåêòîðîâ áîëüøå äðóãî-
ãî, òî âû÷èñëÿþòñÿ äîïîëíåíèÿ ýòèõ âåêòîðîâ îòíîñèòåëüíî ïîñëåäíåé êîîðäèíàòû îáåèõ
âåêòîðîâ è åñëè ïîëó÷åííûå âåêòîðà òîæå íàõîäÿòñÿ â òîì æå îòíîøåíèè, ÷òî è îñíîâíûå
âåêòîðà, òî áîëüøèé âåêòîð óäàëÿåòñÿ èç òåêóùåãî TSS. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî äîïîëíå-
íèå íåò íåîáõîäèìîñòü ñòðîèòü ÿâíî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íà íåêîòîðîì øàãå j, j ∈ [2, q]
çíà÷åíèÿ d è d′, ñòîÿùèå â ïðåäïîñëåäíåì ñòîëáöå (îíè íàõîäÿòñÿ ìåæäó âåðòèêàëüíûìè
÷åðòî÷êàìè) è îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ âû÷èñëÿþòñÿ äîïîëíåíèÿ âåêòîðîâ x = (a1, a2, . . . , aq)
è y = (b1, b2, . . . , bq), òî ïðè ai ≥ bi äëÿ i = 1, 2, ..., j äîïîëíåíèÿ áóäóò íàõîäèòüñÿ â òîì æå
îòíîøåíèè, åñëè d − ai ≥ d′ − bi èëè d − d′ ≥ ai − bi äëÿ i = 1, 2, .., j. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè
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x ≥ y, òî ïðè ñðàâíåíèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçíîñòè c = d− d′ è ci = ai − bi. Åñëè c ≥ ci
äëÿ âñåõ i ∈ [1, j], òî âåêòîð x óäàëÿåòñÿ èç òåêóùåãî TSS.

Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ýòîãî øàãà ïîëó÷àåì òàêèå âåêòîðà:

(c11, c12, . . . , c1q|c11),
(c21, c22, . . . , c2q|c21),
...............................

(ck1, ck2, . . . , ckq|ck1),
(0, 0, 0, . . . , 0, 0|1).

5) Äîáàâëÿåì ê ïîëó÷åííûì âåêòîðàì íóëåâîé âåêòîð è âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

a) i := i+ 1;

b) ïî÷ëåííî âû÷èòàåì îò i-ãî ñòîëáöà çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò ïîñëåäíåãî ñòîëáöà;

c) ïîñëåäíåìó âåêòîðó ïðèïèñûâàåì çíà÷åíèå 1.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì òàêóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ, íàïðèìåð, i = 2:

(c11, c12, . . . , c1q|c11) c12 − c11
(c21, c22, . . . , c2q|c21) c22 − c21
.................................... ...
(ck1, ck2, . . . , ckq|ck1) ck2 − ck1
(0, 0, 0, . . . , 0, 0|1) -1,
(0, 0, 0, . . . , 0, 0|0) 1.

6) Åñëè i < q, òî (i := i+ 1; Ïåðåéòè ê âûïîëíåíèþ øàãà 4) èíà÷å çàêîí÷èòü ðàáîòó.

Ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñîäåðæèò âñå áàçèñíûå âåêòîðà-ðåøåíèÿ
â ìíîæåñòâå {0, 1}, åñëè óäàëèòü âåêòîðà, ñîäåðæàùèå êîîðäèíàòû áîëüøèå 1. Îáîñíîâàíèå
êîððåêòíîñòè äàííîãî àëãîðèòìà âûòåêàåò èç åãî ñâîéñòâà èíêðåìåíòàëüíîñòè [48].

Ïðèìåð ðàáîòû àëãîðèòìà. Ðàññìîòðèì ÑËÎÄÓ âèäà

S =

 −1x1 + 0x2 + 0x3 + 0x4 + 0x5 + 1x6 + 0x7 = 0,
0x1 + 1x2 + 0x3 + 0x4 + 1x5 + 0x6 − 1x7 = 0,
0x1 + 0x2 + 1x3 + 1x4 − 1x5 − 2x6 + 1x7 = 0.

TSS äàííîé ñèñòåìû ñîñòîèò èç òàêèõ ÷åòûðåõ âåêòîðîâ-ðåøåíèé:

s1 = (0, 0, 0, 0, 1, 0, 1), s2 = (1, 0, 2, 0, 0, 1, 0), s3 = (1, 0, 0, 2, 0, 1, 0), s4 = (1, 2, 0, 0, 0, 1, 2).

Âåêòîð s1 = (0, 0, 0, 0, 1, 0, 1) ñðàçó çàíîñèì â áàçèñ è â äàëüíåéøåì îí èñïîëüçóåòñÿ ïðè ñðàâíåíèè â ñëó÷àå
ïîïîëíåíèÿ áàçèñà è ïðè ÷èñòêå ìíîæåñòâà ðåøåíèé, ïîëó÷åííîãî íà î÷åðåäíîì øàãå âû÷èñëåíèé.

Íà ïåðâîì øàãå (i = 1) ðàáîòû àëãîðèòìà ïîëó÷àåì òàêîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì çíà÷åíèé
(çíà÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíû â ïîñëåäíåì ñòîëáèêå):

(1,2,0,0,0,1,2 | 0 ) | 1 |
(1,0,2,0,0,1,0 | 0 ) | 1 |
(1,0,0,2,0,1,0 | 0 ) | 1 |
(0,0,0,0,0,0,0 | 1 ) | -1|
(0,0,0,0,0,0,0 | 0 ) | 1 |

Íà ïîñëåäóþùèõ øàãàõ àëãîðèòìà ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì çíà-
÷åíèé (äëÿ i = 2):

(1,2,0,0,0,1,2 | 1 ) | 1|
(1,0,2,0,0,1,0 | 1 ) |-1|
(1,0,0,2,0,1,0 | 1 ) |-1|
(0,0,0,0,0,0,0 | 1 ) |-1|
(0,0,0,0,0,0,0 | 0 ) |1 |
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Äëÿ i = 3:

(1,1,1,0,0,1,1 | 1 ) çàíîñèì â áàçèñ
(1,1,0,1,0,1,1 | 1 ) çàíîñèì â áàçèñ
(1,2,0,0,0,1,2 | 2 ) |-2|
(1,0,2,0,0,1,0 | 1 ) | 1|
(1,0,0,2,0,1,0 | 1 ) |-1|
(0,0,0,0,0,0,0 | 1 ) |-1|
(0,0,0,0,0,0,0 | 0 ) |1 |

Äëÿ i = 4:

(3,2,4,0,0,3,2 | 4 ) óäàëÿåì > (1,1,1,0,0,1,1)
(1,0,1,1,0,1,0 | 1 ) çàíîñèì â áàçèñ
(1,2,0,0,0,1,2 | 2 ) |-2|
(1,0,2,0,0,1,0 | 2 ) |-2|
(1,0,0,2,0,1,0 | 1 ) | 1|
(0,0,0,0,0,0,0 | 1 ) |-1|
(0,0,0,0,0,0,0 | 0 ) |1 |

Äëÿ i = 5:

(3,2,0,4,0,3,2 | 4 ) óäàëÿåì > (1,1,0,1,0,1,0)
(3,0,2,4,0,3,0 | 4 ) óäàëÿåì > (1,0,1,1,0,1,0)
(1,2,0,0,0,1,2 | 2 ) |-2|
(1,0,2,0,0,1,0 | 2 ) |-2|
(1,0,0,2,0,1,0 | 2 ) |-2|
(0,0,0,0,0,0,0 | 1 ) |-1|
(0,0,0,0,0,0,0 | 0 ) |1 |

Äëÿ i = 6:

(1,2,0,0,0,1,2 | 2 ) |-1|
(1,0,2,0,0,1,0 | 2 ) |-1|
(1,0,0,2,0,1,0 | 2 ) |-1|
(0,0,0,0,0,0,0 | 1 ) |-1|
(0,0,0,0,0,0,0 | 0 ) |1 |

Äëÿ i = 7:

(1,2,0,0,0,1,2 | 2 ) | 0|
(1,0,2,0,0,1,0 | 2 ) |-2|
(1,0,0,2,0,1,0 | 2 ) |-2|
(0,0,0,0,0,0,0 | 1 ) |-1|
(0,0,0,0,0,0,0 | 0 ) |1 |

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì òàêèå âåêòîðà:

(1,2,0,0,0,1,2 | 2 )
(1,0,2,0,0,1,0 | 2 )
(1,0,0,2,0,1,0 | 2 )
(0,0,0,0,0,0,0 | 1 )
(0,0,0,0,0,0,0 | 0 )

Óäàëÿÿ äâà ïîñëåäíèõ âåêòîðà è ïîñëåäíèé ñòîëáèê, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì òàêèå âåêòîðà

(1, 2, 0, 0, 0, 1, 2), (1, 0, 2, 0, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 2, 0, 1, 0).

Îòáðàñûâàÿ âåêòîðà, ñîäåðæàùèå êîîðäèíàòû áîëüøèå 1 (â äàííîì ñëó÷àå ýòî âåêòîðû èç TSS), ïîëó÷àåì òàêîé

áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé äàííîé ÑËÎÄÓ:

(0, 0, 0, 0, 1, 0, 1), (1, 1, 1, 0, 0, 1, 1), (1, 1, 0, 1, 0, 1, 1), (1, 0, 1, 1, 0, 1, 0).

11. Àâòîìàòíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ËÎÄÓ

Ìåòîäû, êîòîðûå áóäóò ðàññìîòðåíû â ýòîì ðàçäåëå, ðàçðàáàòûâàëèñü äëÿ ðåøåíèÿ
ËÎÄÓ è ÑËÎÄÓ íàä ìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàññìîòðåòü ýòè
ìåòîäû, íåîáõîäèìî ïðèâåñòè íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ èç òåîðèè êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ áåç
âûõîäîâ (òàê íàçûâàåìûõ X-àâòîìàòîâ) è ÿçûêîâ, ñëîâà êîòîðûõ àêöåïòèðóþòñÿ ýòèìè
àâòîìàòàìè.
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11.1 Êîíå÷íûå X-àâòîìàòû è ðåãóëÿðíûå ÿçûêè

Êîíå÷íîå ìíîæåñòâîX = {x1, x2, . . . , xn} ïîïàðíî ðàçíûõ ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ àëôàâè-
òîì. Ýëåìåíòû, ñîñòàâëÿþùèå àëôàâèò, íàçûâàþòñÿ ñèìâîëàìè èëè áóêâàìè. Ñëîâîì
â àëôàâèòå X íàçûâàåòñÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü p åãî ñèìâîëîâ, âûïèñàííûõ îäèí
çà äðóãèì, ò. å. p = y1y2 . . . yk, ãäå yj ∈ X, j = 1, 2, . . . , k, k ∈ N .

Äëèíîé l(p) ñëîâà p ∈ F (X) íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ àëôàâèòà X, êîòîðûå
ñîñòàâëÿþò ýòî ñëîâî. Ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ êîíå÷íîé äëèíû â àëôàâèòå X îáîçíà÷àþò
F (X). Ê ýòîìó ìíîæåñòâó ñëîâ äîáàâëÿåòñÿ îäíî ñïåöèàëüíîå ñëîâî, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ
ïóñòûì ñëîâîì è ïî îïðåäåëåíèþ íå èìåþùåå íè îäíîãî ñèìâîëà àëôàâèòà. Ïóñòîå ñëîâî
îáîçíà÷àåòñÿ e. Íà ìíîæåñòâà F (X) ââîäèòñÿ îïåðàöèÿ êîíêàòåíàöèè ñëîâ: äëÿ ñëîâ p =
y1 . . . yk è q = z1 . . . zl â àëôàâèòå X èõ êîíêàòåíàöèåé íàçûâàåòñÿ ñëîâî pq = y1 . . . ykz1 . . . zl,
ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ïðèïèñûâàíèÿ ñèìâîëîâ ñëîâà q ê ñèìâîëàì ñëîâà p. Î÷åâèäíî, ÷òî
òàêàÿ îïåðàöèÿ óäîâëåòâîðÿåò çàêîíó àññîöèàòèâíîñòè è ïóñòîå ñëîâî èãðàåò ðîëü åäèíèöû
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîíêàòåíàöèè.

Ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî L ⊆ F (X) ìíîæåñòâà ñëîâ â àëôàâèòå X íàçûâàåòñÿ ÿçû-
êîì èëè ñîáûòèåì â ýòîì àëôàâèòå. Ïóñòîå ìíîæåñòâî ñëîâ íàçûâàåòñÿ ïóñòûì ÿçûêîì

èëè íåâîçìîæíûì ñîáûòèåì.

Îïðåäåëåíèå 17. Êîíå÷íûì èíèöèàëüíûì X-àâòîìàòîì (KA) èëè àâòîìàòîì áåç
âûõîäîâ â àëôàâèòå X íàçûâàåòñÿ ïÿòåðêà A = (A,X, f, a0, F ), ãäå A � êîíå÷íîå ìíîæå-
ñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ ñîñòîÿíèÿìè, X � êîíå÷íûé àëôàâèò, ñèìâîëû êî-
òîðîãî íàçûâàþòñÿ âõîäíûìè ñèìâîëàìè àâòîìàòà, f : A×X → A � ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ,
a0 ∈ A � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, F ⊆ A � ìíîæåñòâî çàêëþ÷èòåëüíûõ èëè àêöåïòèðóþùèõ
ñîñòîÿíèé.

Ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ X-àâòîìàòà ìîæåò áûòü êàê ÷àñòè÷íîé, òàê è ïîëíîñòüþ îïðåäåëåí-
íîé. Êîíå÷íûé àâòîìàò, ó êîòîðîãî ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ ÷àñòè÷íàÿ, íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íûì,
à àâòîìàò, ó êîòîðîãî ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííàÿ, íàçûâàåòñÿ ïîëíûì.

Ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ ðàñøèðÿåòñÿ íà âñå ìíîæåñòâî ñëîâ âî âõîäíîì àëôàâèòå X ñ ïî-
ìîùüþ òàêîãî ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ:

f(a, e) = a, f(a, p) = f(f(a, x), p′),

ãäå p = xp′, x ∈ X.

Ãîâîðÿò, ÷òî ñëîâî p ∈ F (X) àêöåïòèðóåòñÿ àâòîìàòîì A = (A,X, f, a0, F ), åñëè
f(a0, p) ∈ F , ò. å. åñëè ýòî ñëîâî ïåðåâîäèò àâòîìàò A èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â îäíî èç
çàêëþ÷èòåëüíûõ ñîñòîÿíèé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ñëîâî íå àêöåïòèðóåòñÿ

ýòèì àâòîìàòîì. ßçûê L âî âõîäíîì àëôàâèòå X àêöåïòèðóåòñÿ àâòîìàòîì A, åñëè
êàæäîå ñëîâî ýòîãî ÿçûêà àêöåïòèðóåòñÿ àâòîìàòîì A, ò. å. (∀p ∈ L) f(a0, p) ∈ F .

Íà ìíîæåñòâå ÿçûêîâ â àëôàâèòå X ðàññìàòðèâàþòñÿ îïåðàöèè, ñðåäè êîòîðûõ îñíîâ-
íûìè ÿâëÿþòñÿ òðè îïåðàöèè, îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü L1 è L2 � íåêîòîðûå ÿçûêè â àëôàâèòå X.

Äèçúþíêöèåé L1 ∨ L2 ÿçûêîâ L1 è L2 íàçûâàåòñÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå îáúåäè-
íåíèå ìíîæåñòâ L1 è L2, ò. å. L1 ∨ L2 = L1 ∪ L2.

Ïðîèçâåäåíèåì L1 ·L2 ÿçûêîâ L1 è L2 íàçûâàåòñÿ ÿçûê L = {pq|p ∈ L1 ∧ q ∈ L2}, ò. å.
ÿçûê âñåõ âîçìîæíûõ êîíêàòåíàöèé ñëîâ ÿçûêà L1 ñî ñëîâàìè ÿçûêà L2.

Èòåðàöèåé {L1} ÿçûêà L1 íàçûâàåòñÿ ÿçûê L = {p1p2 . . . pk|pi ∈ L1, i = 1, 2, . . . , k}.
Îäíîýëåìåíòíûå ÿçûêè x1, x2, . . . , xn, e, ãäå e � ïóñòîå ñëîâî, à xi ∈ X, i = 1, 2, . . . , n,

íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè. ßçûê, ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñ-
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ëà îïåðàöèé äèçúþíêöèè, ïðîèçâåäåíèÿ è èòåðàöèè ê ýëåìåíòàðíûì ÿçûêàì, íàçûâàåòñÿ
ðåãóëÿðíûì ÿçûêîì, à åãî ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ÿçûêè è òðè îñíîâíûõ
îïåðàöèè � ðåãóëÿðíûì âûðàæåíèåì ýòîãî ÿçûêà.

Êðîìå ýòèõ òðåõ îñíîâíûõ îïåðàöèé íà ðåãóëÿðíûõ ÿçûêàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ è äðóãèå
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè � ïåðåñå÷åíèå è äîïîëíåíèå.

Ïåðåñå÷åíèåì ÿçûêîâ L1 è L2 íàçûâàåòñÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå ïåðåñå÷åíèå ìíî-
æåñòâ L1 è L2.

Äîïîëíåíèåì ÿçûêà L ⊆ F (X) íàçûâàåòñÿ ÿçûê L̄ = F (X) \ L.
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êëàññ ÿçûêîâ, êîòîðûå àêöåïòèðóþòñÿ ÊÀ, çàìêíóò îòíîñèòåëüíî

òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è äîïîëíåíèÿ, ò. å. ÿâëÿåòñÿ
áóëåâîé àëãåáðîé. Áîëåå òîãî, äëÿ ÊÀ èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 38. ßçûê àêöåïòèðóåòñÿ êîíå÷íûì X-àâòîìàòîì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îí ðåãóëÿðíûé ÿçûê [41].

Äëÿ ÿçûêîâ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò êëàññó ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ, ñóùåñòâóþò àëãîðèòìû,
êîòîðûå ñòðîÿò ïî ðåãóëÿðíîìó âûðàæåíèþ ÿçûêà ñîîòâåòñòâóþùèé êîíå÷íûé X-àâòîìàò
(àëãîðèòì ñèíòåçà) è ïî êîíå÷íîìó X-àâòîìàòó ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå ÿçûêà, ñëîâà êîòî-
ðîãî àêöåïòèðóåò ýòîò àâòîìàò (àëãîðèòì àíàëèçà).

Ðàññìîòðèì àâòîìàòíûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé.

11.2 Àâòîìàòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ àëãîðèòìà Ôîðòåíáàõåðà

Ìåòîä Ôîðòåíáàõåðà ðåøåíèÿ îäíîãî ËÎÄÓ, êîòîðûé ðàññìàòðèâàëñÿ â ïðåäûäóùèõ
ðàçäåëàõ, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ êîíå÷íûõ ÷àñòè÷íûõ X-àâòîìàòîâ. Òî ôàêò,
÷òî òàêîé àâòîìàò ñóùåñòâóåò, âûòåêàåò èç óñëîâèÿ Ôîðòåíáàõåðà: ñóììà ÷èñåë a(x) è a(ei),
êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (C1), âñåãäà ñòðîãî ìåíüøå ïî ìîäóëþ îò áîëüøåãî èç ýòèõ
÷èñåë. Ýòî çíà÷èò, ÷òî àëãîðèòì Ôîðòåíáàõåðà ãåíåðèðóåò ïðîöåññ, êîòîðûé çàêàí÷èâàåòñÿ
÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ. Ïðèâåäåì ôîðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ ýòîãî ïðîöåññà.

Ïóñòü a(x) = a1x1+a2x2+ . . .+aqxq = 0 � ËÎÄÓ, Q = {0} � îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî,
à X = {e1, e2, . . . , eq} � àëôàâèò, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû êàíîíè÷åñêîãî
áàçèñà. Îïðåäåëèì X-àâòîìàò A = (Q,X, f, {0}, {0}) òàêèì îáðàçîì:

f(m, ei) =


a(ei), åñëè m = 0,
m, åñëè a(ei) = 0,
m+ a(ei), åñëè m · a(ei) < 0,
*, èíà÷å,

ãäå m ∈ Q (öåëîå ÷èñëî), ei ∈ X, i = 1, . . . , q, à ñèìâîë ∗ îçíà÷àåò íåîïðåäåëåííîñòü
ôóíêöèè ïåðåõîäîâ f .

Åñëè ïðîöåññ ãåíåðàöèè ñîñòîÿíèé àâòîìàòà A çàìêíåòñÿ, òî ñòðîèì áàçèñ ìíîæåñòâà
ðåøåíèé ËÎÄÓ a(x) = 0. Äëÿ ýòîãî íóæíî íàéòè âñå ñëîâà p â àëôàâèòå X, êîòîðûå ñîîò-
âåòñòâóþò âñåì ïðîñòûì öèêëè÷íûì ïóòÿì èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ 0 â ýòî æå ñîñòîÿíèå
0, ïîñòðîèòü âåêòîðû-ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ñëîâàì, è óäàëèòü îäèíàêîâûå âåê-
òîðû (îäèíàêîâûå âåêòîðû ïîÿâëÿþòñÿ èç-çà êîììóòàòèâíîñòè îïåðàöèè ñëîæåíèÿ). Ïî-
ñòðîåííûé òàêèì îáðàçîì X-àâòîìàò áóäåò ÷àñòè÷íûì äåòåðìèíèðîâàííûì àâòîìàòîì è
ìíîæåñòâî ðåøåíèé ËÎÄÓ îïðåäåëÿåòñÿ ýòèì àâòîìàòîì îäíîçíà÷íî. Îòñþäà âûòåêàåò

Òåîðåìà 39. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ a(x) = 0 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ÿçûêîì.
Áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîèò èç ñëîâ â àëôàâèòå X, êîòîðûå
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ñîîòâåòñòâóþò âñåì ïðîñòûì öèêëè÷åñêèì ïóòÿì â àâòîìàòå A èç ñîñòîÿíèÿ 0 â ñî-
ñòîÿíèå 0.

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ àâòîìàòà A âñåãäà çàêàí÷èâàåò ñâîþ ðàáîòó. ×èñëî ñîñòîÿíèé

àâòîìàòà A, ïîðîæäàåìûõ àëãîðèòìîì, îãðàíè÷åíî âåëè÷èíîé
q∑

j=1
|aij |+ 1.

Ïðèìåð 29. Ïóñòü äàíî a(x) = 2x1 + 0x2 − x3 + 3x4 = 0 ËÎÄÓ. Àâòîìàò, êîòîðûé àêöåïòèðóåò âñå ðåøåíèÿ
äàííîãî óðàâíåíèÿ, ñòðîèì â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåïðèâåäåííûìè ïðàâèëàìè. Åäèíñòâåííûì íà÷àëüíûì ñîñòîÿíè-
åì ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèå 0, îíî æå è åäèíñòâåííîå çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå. Äàëüøå ïîñëåäîâàòåëüíî ãåíåðèðóåì
ñîñòîÿíèÿ:

f(0, e1) = 2, f(0, e2) = 0, f(0, e3) = −1, f(0, e4) = 3, f(2, e2) = 2, f(2, e3) = 1,

f(−1, e1) = 1, f(−1, e2) = −1, f(−1, e4) = 2, f(1, e2) = 1, f(1, e3) = 0, f(3, e2) = 3, f(3, e3) = 2.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì òàêîé àâòîìàò:
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Ðèñ. 11.2.1. Àâòîìàò A, êîòîðûé àêöåïòèðóåò ðåøåíèÿ ËÎÄÓ ♠

Ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà àíàëèçà ÊÀ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ìíîæåñòâà âñåõ
ðåøåíèé ËÎÄÓ ìîæíî ïðèìåíèòü àëãîðèòì àíàëèçà ÊÀ, êîòîðûé èñïîëüçóåò ìåòîä
ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â àëãåáðå ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ. Ïðîäåìîíñòðèðóåì
ýòîò ìåòîä äëÿ ËÎÄÓ ñ ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà.

Ïðèìåð 30. Äàíî ËÎÄÓ a(x) = 2x1 +0x2 −x3 +3x4 = 0, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ÊÀ, ãðàô ïåðåõîäîâ êîòîðîãî
ïîêàçàí íà ðèñ. 11.2.1. Íàéòè áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé äàííîãî ËÎÄÓ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ìíîæåñòâà ðåøåíèé äàííîãî ËÎÄÓ ïðèìåíÿåì àëãîðèòì àíàëèçà ÊÀ, îïèñàííûé â [13].
Ýòîìó àâòîìàòó ñîîòâåòñòâóåò òàêàÿ ïðàâîëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé â àëãåáðå ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ:

S =


S0 = e1S2 ∨ e3S−1 ∨ e4S3 ∨ e2S0 ∨ e,
S−1 = e2S−1 ∨ e4S2 ∨ e1S1,
S1 = e2S1 ∨ e3S0,
S2 = e2S2 ∨ e3S1,
S3 = e2S3 ∨ e3S2.

Ïîñêîëüêó àêöåïòèðóþùèì ñîñòîÿíèåì ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèå 0, òî íàñ èíòåðåñóåò ÿçûê S0 ýòîé ñèñòåìû. Ðåøàÿ ïî-
ñëåäíèå ÷åòûðå óðàâíåíèÿ, íàõîäèì

S−1 = {e2}(e4S2 ∨ e1S1),
S1 = {e2}e3S0,
S2 = {e2}e3S1,
S3 = {e2}e3S2.

Ïîäñòàâëÿÿ ïðàâûå ÷àñòè âûðàæåíèÿ äëÿ S1 ó âûðàæåíèÿ äëÿ S2 è S−1, à ïîòîì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ S2 â
îñòàëüíûå âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì òàêèå âûðàæåíèÿ:

S−1 = ({e2}(e4{e2}e3{e2}e3 ∨ e1{e2}e3)S0,
S1 = {e2}e3S0,
S2 = {e2}e3{e2}e3S0,
S3 = {e2}e3{e2}e3{e2}e3S0.

Òåïåðü íàéäåííûå âûðàæåíèÿ ïîäñòàâëÿåì â ïåðâîå âûðàæåíèå äëÿ S0

S0 = (e1{e2}e3{e2}e3 ∨ e3{e2}e4{e2}e3{e2}e3 ∨ e1{e2}e3 ∨ e4{e2}e3{e2}e3{e2}e3 ∨ e2)S0 ∨ e
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è ðåøàåì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî S0:

S0 = {e1{e2}e3{e2}e3 ∨ e3{e2}e4{e2}e3{e2}e3 ∨ e3e1{e2}e3 ∨ e4{e2}e3{e2}e3{e2}e3 ∨ e2}.

Çàìåíèì â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè èòåðàöèîííûå ñêîáêè äèçúþíêöèåé ïóñòîãî ñëîâà è âûðàæåíèÿ, êîòîðîå
íàõîäèòñÿ â ýòèõ èòåðàöèîííûõ ñêîáêàõ, è, ïðèìåíÿÿ çàêîí äèñòðèáóòèâíîñòè, óìíîæèì, à ïîòîì îòáðîñèì çíàê
äèçúþíêöèè è ïóñòîå ñëîâî. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì òàêîå ìíîæåñòâî ñëîâ

e2, e1e2e3e2e3, e3e2e4e2e3e2e3, e3e1e2e3, e4e2e3e2e3e2e3,

èç êîòîðîãî óäàëåíû îäèíàêîâûå ñëîâà. Ïîñêîëüêó e2 = (0, 1, 0, 0) � ðåøåíèå ËÎÄÓ, òî îñòàëüíûå ñëîâà óïðîùàþòñÿ
ïóòåì óäàëåíèÿ ñèìâîëà e2 èç îñòàëüíûõ ñëîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííîå ìíîæåñòâî ðåäóöèðóåòñÿ ê òàêîìó âèäó:

e2, e1e3e3, e3e4e3e3.

À ýòîìó ìíîæåñòâó ñëîâ ñîîòâåòñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî áàçèñíûõ ðåøåíèé ËÎÄÓ:

m1 = (0, 1, 0, 0),m2 = (1, 0, 2, 0),m3 = (0, 0, 3, 1).♠

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äàííûé ìåòîä ìîæíî îáîáùèòü è ïðèìåíèòü ê íåîäíîðîäíûì
ëèíåéíûì äèîôàíòîâûì óðàâíåíèÿì è ñèñòåìàì ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèîôàíòîâûõ íåðà-
âåíñòâ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé íåðàâåíñòâà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îòðèöàíèåì ðàâåíñòâà, ò. å. íåðàâåí-
ñòâà âèäà

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn ̸= 0, (45)

ãäå ai ∈ Z, xi ∈ N , i = 1, 2, . . . , n. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ÍÎÄ(a1, a2, . . . , an) = 1.

Ñïîñîá ðåøåíèÿ òàêîãî òèïà íåðàâåíñòâ âûòåêàåò èç òåîðåìû 39. Äåéñòâèòåëüíî, ïî-
ñêîëüêó ìíîæåñòâî ðåøåíèé ËÎÄÓ

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = 0, (46)

ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ÿçûêîì, òî äîïîëíåíèå ýòîãî ÿçûêà, ýëåìåíòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
ðåøåíèÿìè (45), òîæå áóäåò ðåãóëÿðíûì ÿçûêîì, êîòîðûé àêöåïòèðóåòñÿ òåì æå àâòîìà-
òîì. Òîëüêî â ýòîì àâòîìàòå çàêëþ÷èòåëüíûå ñîñòîÿíèÿ ñòàíîâÿòñÿ íåçàêëþ÷èòåëüíûìè, à
íåçàêëþ÷èòåëüíûå � çàêëþ÷èòåëüíûìè. Ñëåäîâàòåëüíî ìîæíî ïðèìåíèòü îïèñàííûå âûøå
ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ìíîæåñòâà ðåøåíèé íåðàâåíñòâ âèäà (45). Ðàññìîòðèì äåòàëè.

×òîáû ïðèìåíèòü àâòîìàò ê ïîñòðîåíèþ áàçèñà ìíîæåñòâà ðåøåíèé íåðàâåíñòâà (45),
åãî íåîáõîäèìî ïðåîáðàçîâàòü â ïîëíûé àâòîìàò. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ê ìíîæåñòâó ñîñòîÿíèé äîáàâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå �äüÿâîëüñêîå ñîñòîÿíèå� d, â êîòîðîå
îïðåäåëÿþòñÿ âñå íåîïðåäåëåííûå ïåðåõîäû â èñõîäíîì àâòîìàòå è çàöûêëèâàþòñÿ âñå ïå-
ðåõîäû èç d â d, ò.å. (∀x ∈ X) f(d, x) = d.

Íàïðèìåð, ïðåîáðàçîâàííûé òàêèì îáðàçîì àâòîìàò èç ðèñ. 11.2.1 ïðèíèìàåò âèä.
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Ðèñ. 11.2.2. Ïîëíûé àâòîìàò, äëÿ àâòîìàòà A
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Àâòîìàò, àêöåïòèðóþùèé ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà (45) èìååò âñå ñîñòîÿíèÿ
àêöåïòèðóþùèìè, çà èñêëþ÷åíèåì íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïðèìåíÿÿ ìåòîä ðåøåíèÿ,
îïèñàííûé âûøå, íàõîäèì áàçèñ ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé äàííîãî íåðàâåíñòâà.

Ïðèìåð 31. Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî 2x1 +0x2 −x3 +3x4 ̸= 0. Íàéäåì áàçèñ ìíîæåñòâà åãî ðåøåíèé, ïðèìåíÿÿ
àëãîðèòì àíàëèçà ÊÀ (ýòîò àâòîìàò ïîêàçàí íà ðèñ. 11.2.2). Ïîñêîëüêó àêöåïòèðóþùèìè ñîñòîÿíèÿìè ÿâëÿþòñÿ
1,2,3,-1 è d, òî íàñ èíòåðåñóþò ÿçûêè S1, S2, S3, S−1 è Sd, êîòîðûå âêëþ÷àþò âñå ðåøåíèÿ äàííîãî íåðàâåíñòâà.

Ñîñòàâëÿåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

S =



S0 = e1S2 ∨ e3S−1 ∨ e4S3 ∨ e2S0,
S−1 = e2S−1 ∨ e4S2 ∨ e1S1 ∨ s3Sd ∨ e,
S1 = e2S1 ∨ e3S0 ∨ (e1 ∨ e4)Sd ∨ e,
S2 = e2S2 ∨ e3S1 ∨ (e1 ∨ e4)Sd ∨ e,
S3 = e2S3 ∨ e3S2 ∨ (e1 ∨ e4)Sd ∨ e,
Sd = ((e1 ∨ e2 ∨ e3 ∨ e4)Sd ∨ e.

Ðåøåíèÿìè äàííîé ñèñòåìû (ò.å. ðåøåíèÿìè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò êðàò÷àéøèì ïóòÿì èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â
çàêëþ÷èòåëüíûå ñîñòîÿíèÿ) áóäóò âåêòîðû e1, e4, e3e1 è e3. Ïåðâûå âåêòîðû ñîîòâåòñòâóþò ïîëîæèòåëüíûì çíà÷å-
íèÿì íåðàâåíñòâà 2, 3, 1 ñîîòâåòñòâåííî, à âòîðîé âåêòîð � îòðèöàòåëüíîìó çíà÷åíèþ -1 (ýòè ðåøåíèÿ ìîæíî óâèäåòü
íåïîñðåäñòâåííî ïî àâòîìàòó). Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå äàííîãî íåðàâåíñòâà ïðèíèìàåò âèä:

x = (c1e1 + c2e4 + c3e3e1) +
3∑

j=1
djvj ∪ c4e3

3∑
j=1

djvj ,

ãäå v1 = (1, 0, 2, 0), v2 = (0, 1, 0, 0), v3 = (0, 0, 3, 1) � áàçèñíûå ðåøåíèÿ ËÎÄÓ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò äàííîìó íåðà-
âåíñòâó, a êîýôôèöèåíòû ci, dj � ïðîèçâîëüíûå íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, i = 1, 2, 3, 4, j = 1, 2, 3.

Ðåøåíèÿ ïðèâåäåííîãî íåðàâåíñòâà ìîæíî áûëî áû èñêàòü ïóòåì ðåøåíèÿ äâóõ íåðàâåíñòâ 2x1+0x2−x3+3x4 > 0

è 2x1 + 0x2 − x3 + 3x4 < 0, èñïîëüçóÿ âûøåîïèñàííûå ìåòîäû. Îäíàêî, àâòîìàòíûé ñïîñîá áîëåå ëàêîíè÷íûé, õîòÿ

åãî ñëîæíîñòü îñòàåòñÿ âûñîêîé è âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà íåèçâåñòíûõ. ♠

Èç ïðèâåäåííîãî ïðèìåðà ñëåäóåò, ÷òî âñå âåêòîðû êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà, èç êîòîðûõ äî-
ñòèæèìû çàêëþ÷èòåëüíûå ñîñòîÿíèÿ, áóäóò ïðèíàäëåæàòü áàçèñó ìíîæåñòâà ðåøåíèé (êàê
âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå êðàò÷àéøèì ïóòÿì èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â çàêëþ÷èòåëüíûå)
è èç îñòàëüíûõ ñîñòîÿíèé â �äüÿâîëñêîå ñîñòîÿíèå� d áóäóò âåñòè ïåðåõîäû ïîä äåéñòâèåì
òåõ æå âåêòîðîâ, òî ââîäèòü ñîñòîÿíèå d íåò íåîáõîäèìîñòè. Ýòî õîðîøî âèäíî èç àâòîìàòà,
ïðèâåäåííîãî íà ðèñ. 12.2.2. Åñëè ñîñòîÿíèå d èñêëþ÷èòü èç ìíîæåñòâà çàêëþ÷èòåëüíûõ
ñîñòîÿíèé, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé â àëãåáðå ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ äëÿ àâòîìàòà óïðîùàåòñÿ è
ïðèíèìàåò âèä:

S =


S0 = e1S2 ∨ e3S−1 ∨ e4S3 ∨ e2S0,
S−1 = e2S−1 ∨ e4S2 ∨ e1S1 ∨ e,
S1 = e2S1 ∨ e3S0 ∨ e,
S2 = e2S2 ∨ e3S1 ∨ e,
S3 = e2S3 ∨ e3S2 ∨ e.

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó ïðîâåðêè âûïîëíèìîñòè ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé íàä ìíîæå-
ñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N âèäà

S =


L1(x) = a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Ls−1(x) = as−11x1 + as−12x2 + . . .+ as−1nxn = 0,
Ls(x) = as1x1 + as2x2 + . . .+ asnxn ̸= 0.

Ïîñòðîèì áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé B1 = {b1, b2, . . . , bk} ïîäñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ïåð-
âûõ s− 1 óðàâíåíèé, è áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé B2 = {c1, c2, . . . , cl} ÑËÎÄÓ S′

S′ =


L1(x) = a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Ls−1(x) = as−11x1 + as−12x2 + . . .+ as−1nxn = 0,
Ls(x) = as1x1 + as2x2 + . . .+ asnxn = 0.
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Ðàññìàòðèâàÿ áàçèñíûå ðåøåíèÿ bi èç B1 êàê êàíîíè÷åñêèå âåêòîðû äëÿ íåðàâåíñòâà
Ls(x) ̸= 0, ïîñòðîèì âûøåîïèñàííûì ñïîñîáîì ðåøåíèÿ ýòîãî íåðàâåíñòâà y1, y2, . . . , yr ñî
çíà÷åíèÿìè íà íèõ Ls(yi) > 0 è z1, z2, . . . , zm ñî çíà÷åíèÿìè íà íèõ Ls(zj) < 0. Òîãäà îáùåå
ðåøåíèå ñèñòåìû S çàïèøåòñÿ â âèäå

x =
r∑

i=1
diyi +

l∑
j=1

ajcj ∪
m∑
p=1

npzp +
l∑

q=1
aqcq,

ãäå di, nq ∈ N � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà îäíîâðåìåííî íå ðàâíûå íóëþ.

Ïðèìåð 32. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû

S =

 L1(x) = −x1 + x2 + 2x3 − 3x4 = 0,
L2(x) = −x1 + 3x2 − 2x3 − x4 = 0,
L3(x) = 2x1 + 0x2 − x3 + 3x4 ̸= 0.

Áàçèñ ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé ÑËÎÄÓ, ñîñòîÿùåé èç ïåðâûõü äâóõ óðàâíåíèé, áûë íàéäåí â ïðèìåðå 21: B1 =
{b1 = (0, 1, 1, 1), b2 = (4, 2, 1, 0)}. Ñèñòåìà S′ íåñîâìåñòíà (B2 = ∅), à íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ èç B1 ôóíêöèÿ L3

ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 2 è 7 ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé S ïðèíèìàåò âèä

x = d1b1 + d2b2,

ãäå d1, d2 ∈ N � ïðîèçâîëüíûå íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ ÷èñëà. ♠

Àâòîìàòíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ÑËÎÄÓ, ÑËÍÄÓ, ËÎÄÓ, ËÍÄÓ è ËÍÄÍ ðàññìàòðè-
âàëè Ðîìåóô [44] è Êîìîí [46].

11.3 Ìåòîä Ðîìåóôà

Èñïîëüçóÿ êîíå÷íûå X-àâòîìàòû, Ðîìåóô îáîáùèë ìåòîä Ôîðòåíáàõåðà íà ñëó÷àé ÑËÍ-
ÄÓ, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç äâóõ óðàâíåíèé, è ïîëó÷èë ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ òà-
êîãî òèïà ñèñòåì [44].

Ïóñòü X = {e1, e2, . . . , eq} � àëôàâèò, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âåêòîðè êàíîíè÷å-
ñêîãî áàçèñà, è

S =

{
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1qxq = b1,
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2qxq = b2

� ÑËÍÄÓ. Îáîçíà÷èì

a1q+1 = −b1, a2q+1 = −b2, l1 = max
a1i≤0

|a1i|, l2 = max
a1i≥0

a1i,

p1 = max
a2i≤0

|a2i|, p2 = max
a2i≥0

a2i, ∀i ∈ [1, q] ai = (a1i, a2i) è b = (b1, b2).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïàðû ai = (a1i, a2i) äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , q è ìíîæåñòâî

Q0 = ([−l1, l2]× ([−p1, p2]) ∪ ((−l1, l2]× (p2, 2p2]) ∪ ([−2l1,−l1)× (−p1, p2])∪
∪([−l1, l2)× [−2p1,−p1)) ∪ ((l2, 2l2]× [−p1, p2)),

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì äåêàðòîâûõ ïðîèçâåäåíèé öåëî÷èñëåííûõ èíòåðâàëîâ (çà-
êðûòûõ è ïîëóîòêðûòûõ).

Ðàññìîòðèì X-àâòîìàò A = (Q,X, q0 = {−b}, f, F = {0}), ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ êîòîðîãî
îïðåäåëÿåòñÿ òàêèì îáðàçîì:

f(q, ei) = q + ai,
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ãäå q, q + ai ∈ Q ⊂ Z2, Q0 ⊂ Q, ei ∈ X, à Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë.

Îñíîâíîå ñâîéñòâî òàêîãî àâòîìàòà âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 40. Àâòîìàò A àêöåïòèðóåò âñå ðåøåíèÿ ÑËÍÄÓ S.

Íà îñíîâå ýòîé òåîðåìû áûëî ïîñòðîåíî òðè àëãîðèòìà:

� àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ îäíîãî ìèíèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ÑËÍÄÓ;

� àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ âñåõ ìèíèìàëüíûõ ðåøåíèé ÑËÍÄÓ;

� àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ áàçèñà ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé ÑËÎÄÓ.

Ïåðâûé àëãîðèòì î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò èç âûøåïðèâåäåííîé òåîðåìû 40. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè àâòîìàò A àêöåïòèðóåò âñå ðåøåíèÿ äàííîé ÑËÍÄÓ, òî ðåøåíèþ ìèíè-
ìàëüíîé äëèíû â àâòîìàòå áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü êðàò÷àéøèé ïðîñòîé ïóòü èç íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ q0 â çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå 0.

Âòîðîé àëãîðèòì òàêæå ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 40. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè c = (c1, c2, . . . , cq) � ìèíèìàëüíîå ðåøåíèå ÑËÍÄÓ S, òî ðåøåíèþ c â àâòîìàòå A
ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòîé ïóòü èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ q0 â çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå 0 (ñëîâà
�ïðîñòîé ïóòü� îçíà÷àþò, ÷òî íèêàêîå ñîñòîÿíèå íà ýòîì ïóòè íå ïîÿâëÿåòñÿ äâàæäû).

Ìåíåå î÷åâèäíûì åñòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò. Ïóñòü

L = (l1 + l2 + 1)(p1 + p2 + 1) + 2(l1 + l2)(p1 + p2),

òîãäà èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 41. max
c∈M

|c| ≤ L− 1, ãäå M � ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ ðåøåíèé ÑËÍÄÓ S.

Òðåòèé àëãîðèòì òàêæå î÷åâèäåí è âûòåêàåò èç òåîðåìû 40. Äåéñòâèòåëüíî, ìèíèìàëü-
íîìó ðåøåíèþ ÑËÎÄÓ ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòîé ïóòü ìèíèìàëüíîé äëèíû ñ íà÷àëüíîãî ñî-
ñòîÿíèÿ q0 = 0 â çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå 0. Îãðàíè÷åíèå íà äëèíó áàçèñíîãî ðåøåíèÿ c
äàåò

Òåîðåìà 42. max
c∈B

|c| ≤ L, ãäå B - áàçèñ ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé ÑËÎÄÓ S.

Õàðàêòåðèñòèêà ñëîæíîñòè ïðèâåäåíà òîëüêî äëÿ ïåðâîãî àëãîðèòìà è âûðàæàåòñÿ
âåëè÷èíîé O(ql2), ãäå l = max(l1, l2, p1, p2). Äëÿ îñòàëüíûõ àëãîðèòìîâ â ðàáîòå Ðîìåóôà
òàêèå õàðàêòåðèñòèêè íå ïðèâîäÿòñÿ.

Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Íàéòè ìèíèìàëüíîå ðåøåíèå íèæåïðèâåäåííîé ÑËÍÄÓ ìå-
òîäîì Ðîìåóôà.

S =

{
−x1 + x2 + 2x3 = 3,
−x1 + 3x2 − 2x3 = 1.

Ðåøåíèå. Ïî ñèñòåìå S íàõîäèì

l1 = 1, l2 = 2, p1 = 2, p2 = 3, b = (−3,−1).

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî Q0 ïðèíèìàåò âèä:

Q0 = ([−1, 2]× [−2, 3] ∪ (−1, 2]× (3, 6] ∪ [−2,−1)× (−2, 3] ∪ [−1, 2)× [−4,−2) ∪ (2, 4]× [−2, 3)).

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî Q âêëþ÷àåò òàêèå ïàðû:

Q = {(−1,−2), (−1,−1), (−1, 0), (−1, 1), (−1, 2), (−1, 3), (0,−2), (0,−1), (0, 0),

(0, 1), (0, 2), (0, 3), (1,−2), (1,−1), (1, 0), (1, 1), (1, 2), (1, 3), (2,−2), (2,−1), (2, 0),

(2, 1), (2, 2), (2, 3), (0, 4), (0, 5), (0, 6), (1, 4), (1, 5), (1, 6), (2, 4), (2, 5), (2, 6), (−2,−1),

(−2, 0), (−2, 1), (−2, 2), (−2, 3), (−1,−4), (−1,−3), (0,−4), (0,−3), (1,−4), (1,−3),

(3,−2), (3,−1), (3, 0), (3, 1), (3, 2), (4,−2), (4,−1), (4, 0), (4, 1), (4, 2)}.
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Îòñþäà ïîëó÷àåì òàêîé ôðàãìåíò àâòîìàòà:
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Ðèñ. 11.2.3. Ôðàãìåíò àâòîìàòà äëÿ ÑËÍÄÓ S
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Ïîñêîëüêó ïàðû (-3,1), (-1,5), (-2,-4), (1,-5) è (-2,-4) íå ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëàì ìíîæåñòâà Q0, à ïîòîìó è

ê ìíîæåñòâó Q, òî ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ. Ñ ýòîãî ôðàãìåíòà î÷åâèäíûì îáðàçîì

âûòåêàåò, ÷òî åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ÑËÍÄÓ S ÿâëÿåòñÿ c = e2 + e3 = (0, 1, 1).♠

11.4 Ìåòîä Êîìîíà

Aëãîðèòì ðåàëèçàöèè ìåòîäà Êîìîíà [46] èñïîëüçóåò äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë, ò. å. èñïîëüçóåò ñëîâà â àëôàâèòå {0, 1}. Íàïðèìåð, ÷èñëî 13 â òàêîì ïðåäñòàâ-
ëåíèè èìååò âèä äâîè÷íîãî ñëîâà 1011, à ïàðà (13, 6) âûãëÿäèò òàê

1011
0110

.

Ñèìâîëàìè âõîäíîãî àëôàâèòà àâòîìàòà ÿâëÿþòñÿ ïîðàçðÿäíûå äâîè÷íûå âåêòîðû, ñ êî-
òîðûõ è ñòðîèòñÿ äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Òàê äëÿ ïàðû (13, 6), ñèì-
âîëàìè àëôàâèòà áóäóò âåêòîðû-ñòîëáèêè

x1 =
1
0

, x2 =
0
1

, x3 =
1
1

, x4 =
1
0

.

Ïîëüçóÿñü ýòèì ïðåäñòàâëåíèåì, Êîìîí ïðåäëîæèë àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî äèîôàíòîâîãî óðàâíåíèÿ (ËÍÄÓ)

a(x) = a1x1 + a2x2 + . . .+ aqxq = b (47)

ñòðîèò êîíå÷íûé X-àâòîìàò, àêöåïòèðóþùèé ðåøåíèÿ äàííîãî ËÍÄÓ. Ýòîò àëãîðèòì
èìååò âèä:

Automat

Âõîä: êîýôôèöèåíòû a1, a2, . . . , aq, b óðàâíåíèÿ a(x) = b.

Âûõîä: àâòîìàò A, àêöåïòèðóþùèé âñå ðåøåíèÿ a(x) = b.

Ìåòîä:

begin

a0 = {b}; A1 = {b};
A = ∅; f = ∅;
while A1 ̸= ∅ do;

choose c ∈ A1;
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A1 = A1 \ {c};
A = A ∪ {c};
let S be the solutions modulo 2 of a1x1 + . . .+ aqxq = c;

for each (c1, c2, . . . , cq) ∈ S do;

d =
c−a1c1−...−aqcq

2 ;

if d /∈ A ∪A1 then A1 = A1 ∪ {d}; fi

f = f ∪ {c, s, d} where s ∈ {0, 1}q encodes (c1, c2, . . . , cq);

od

od

if 0 ∈ A then F = {0} else F = ∅;
end

Ïðèìåð ðàáîòû àëãîðèòìà Êîìîíà. Ïîñòðîèòü êîíå÷íûé X-àâòîìàò, êîòîðûé àêöåïòèðóåò ðåøåíèÿ ËÍÄÓ

x+ 2y − 3z = 1.

Ðåøåíèå. Âíà÷àëå èìååì a0 = 1, A1 = {1}, c = 1. Íàéäåì ðåøåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 óðàâíåíèÿ x + 2y − 3z = 1,
ò. å. ñòðîèì ìíîæåñòâî S. Áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ ëåãêî íàéòè ñ ïîìîùüþ TSS-àëãîðèòìà (ñì.
ðàçäåë 6.1.1) è åãî ñîñòàâëÿþò âåêòîðû (1, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1), (0, 1, 0, 0). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà S âñåõ ðåøåíèé ïî
ìîäóëþ 2, êîòîðûå íóæíû â àëãîðèòìå Êîìîíà, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü âñå êîìáèíàöèè áàçèñíûõ âåêòîðîâ è âûáðàòü
òå, ó êîòîðûõ ïîñëåäíÿÿ êîîðäèíàòà ðàâíÿåòñÿ 1. Òàêèìè âåêòîðàìè áóäóò:

(1, 0, 0, 1), (0, 0, 1, 1), (1, 1, 0, 1), (0, 1, 1, 1).

Îòáðàñûâàÿ ïîñëåäíþþ êîîðäèíàòó â ýòèõ âåêòîðàõ, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì òàêîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé:

S = {xT
1 = (0, 0, 1), xT

2 = (1, 0, 0), xT
3 = (0, 1, 1), xT

4 = (1, 1, 0)}.

Äàëåå, ñîãëàñíî àëãîðèòìó Automat, ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ

xT
1 = (0, 0, 1) → d = 1−0−0+3

2
= 2; xT

2 = (1, 0, 0) → d = 1−1−0+0
2

= 0;

xT
3 = (0, 1, 1) → d = 1−0−2+3

2
= 1; xT

4 = (1, 1, 0) → d = 1−1−2+0
2

= −1.

Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ïåðâîé èòåðàöèè öèêëà while ïîëó÷àåì íîâûå çíà÷åíèÿ ìíîæåñòâ A = {1}, A1 = {0, 2,−1}
è òàêèå ïåðåõîäû â àâòîìàòå:

1
x1−→ 2, 1

x2−→ 0, 1
x3−→ 1, 1

x4−→ −1.

Ïîâòîðÿåì èòåðàöèþ, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî A1 íåïóñòî. Âûáèðàåì ñîñòîÿíèå c = 0. Èùåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
x+ 2y − 3z = 0 îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé â ýòîì ñëó÷àå ñîñòîèò èç âåêòîðîâ:

S = {xT
5 = (0, 0, 0), xT

6 = (0, 1, 0), xT
7 = (1, 0, 1), xT

8 = (1, 1, 1)}.

Ñîãëàñíî àëãîðèòìó, ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ

xT
5 = (0, 0, 0) → d = 0−0−0+0

2
= 0; xT

6 = (0, 1, 0) → d = 0−0−2+0
2

= −1;

xT
7 = (1, 0, 1) → d = 0−1−0+3

2
= 1; xT

8 = (1, 1, 1) → d = 0−1−2+3
2

= 0.

Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ïåðâîé èòåðàöèè öèêëà while ïîëó÷àåì íîâûå çíà÷åíèÿ ìíîæåñòâ A = {1, 0}, A1 = {2,−1}
è òàêèå ïåðåõîäû â àâòîìàòå:

0
x5,x8−→ 0, 0

x6−→ −1, 0
x7−→ 1.

Ïîâòîðÿåì èòåðàöèþ, òàê êàê ìíîæåñòâî A1 íåïóñòî. Âûáèðàåì ñîñòîÿíèå c = 2 è íàõîäèì ìíîæåñòâî ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ x+ 2y − 3z − 2 = 0. Ýòî ìíîæåñòâî ñîñòàâëÿþò âåêòîðû-ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x+ 0y − z = 0, êîòîðûå óæå
áûëè íàéäåíû íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè. Òîãäà

xT
5 = (0, 0, 0) → d = 2−0−0+0

2
= 1; xT

6 = (0, 1, 0) → d = 2−0−2+0
2

= 0;

xT
7 = (1, 0, 1) → d = 2−1−0+3

2
= 2; xT

8 = (1, 1, 1) → d = 2−1−2+3
2

= 1.

Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ äàííîé èòåðàöèè ïîëó÷àåì A = {1, 0, 2}, A1 = {−1} è íîâûå ïåðåõîäû:

2
x5,x8−→ 1, 2

x6−→ 0, 2
x7−→ 2.
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Ïîñêîëüêó A1 ̸= ∅, òî âûáèðàåì ñîñòîÿíèå c = −1 è ïîâòîðÿåì èòåðàöèþ. Ïîëó÷àåì òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âû÷èñëåíèé:

xT
1 = (0, 0, 1) → d = −1−0−0+3

2
= 1; xT

2 = (1, 0, 0) → d = −1−1−0+0
2

= −1;

xT
3 = (0, 1, 1) → d = −1−0−2+3

2
= 0; xT

4 = (1, 1, 0) → d = −1−1−2+0
2

= −2.

Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì, A = {1, 0, 2,−1}, A1 = {−2} è íîâûå ïåðåõîäû:

−1
x1−→ 1, −1

x2−→ −1, −1
x3−→ 0, −1

x4−→ −2.

Òà êàê A1 ̸= ∅, òî âûáèðàåì ñîñòîÿíèå c = −2 è ïîâòîðÿåì èòåðàöèþ. Ïîëó÷àåì òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âû÷èñëåíèé:

xT
5 = (0, 0, 0) → d = −2−0−0+0

2
= −1; xT

6 = (0, 1, 0) → d = −2−0−2+0
2

= −2;

xT
7 = (1, 0, 1) → d = −2−1−0+3

2
= 0; xT

8 = (1, 1, 1) → d = −2−1−2+3
2

= −1.

Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ äàííîé èòåðàöèè èìååì A = {1, 0, 2, −1,−2}, A1 = ∅ è íîâûå ïåðåõîäû:

−2
x5,x8−→ −1, −2

x6−→ −2, −2
x7−→ 0.

Íà ýòîì ðàáîòà àëãîðèòìà çàêàí÷èâàåòñÿ (ïîñêîëüêó A1 = ∅) è îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì òàêîé àâòîìàò A =

({1, 0, 2, −1,−2}, X = {xT
1 = (0, 0, 1), xT

2 = (1, 0, 0), xT
3 = (0, 1, 1), xT

4 = (1, 1, 0), xT
5 = (0, 0, 0), xT

6 = (0, 1, 0), xT
7 =

(1, 0, 1), xT
8 = (1, 1, 1)}, f, a0 = 1, F = {0}), ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ êîòîðîãî ïðåäñòàâëåíà íèæå íà ðèñóíêå ãðàôîì

ïåðåõîäîâ:
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Ðèñ. 11.2.4. Àâòîìàò, àêöåïòèðóþùèé ðåøåíèÿ ËÍÄÓ x+ 2y − 3z = 1♠
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Ïðàâèëüíîñòü àëãîðèòìà Êîìîíà âûòåêàåò èç òàêîé òåîðåìû [46].

Òåîðåìà 43. Àëãîðèòì Automat çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó è ñòðîèò àâòîìàò, êîëè-
÷åñòâî ñîñòîÿíèé êîòîðîãî îãðàíè÷åíî âåëè÷èíîé max(|b|, |a1|+ |a2|+ . . .+ |aq|) è êîòîðûé
àêöåïòèðóåò âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ a1x1+ +a2x2 + . . .+ aqxq = b.

Àëãîðèòì Êîìîíà ìîæíî ïðèìåíÿòü è ê ðåøåíèþ ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ äèîôàí-
òîâûõ íåðàâåíñòâ (ËÍÄÍ). Îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî âû÷èñëåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (÷èñëà) d
âåäåòñÿ ïî ôîðìóëå

d = ⌊ c−a1c1−a2c2−...−aqcq
2 ⌋,

ãäå ⌊x⌋ � íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå x, à ìíîæåñòâî çàêëþ÷èòåëüíûõ
ñîñòîÿíèé F = {c|c ≥ 0}.

Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ÊÀ äëÿ ËÍÄÍ àëãîðèòìîì Êîìîíà. Ïîñòðîèòü àâòîìàò, êîòîðûé àêöåïòèðóåò ðå-
øåíèÿ ËÍÄÍ 2x− y ≤ −1.

Ðåøåíèå. Âíà÷àëå èìååì A = {−1}, A1 = {−1} è c = −1. Ñòðîèì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 2x− y+u = −1 ïî ìîäóëþ
2 (u - äîïîëíèòåëüíàÿ íåèçâåñòíàÿ). Ïîëó÷àåì òàêîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé:

(0, 0, 1, 1), (0, 1, 0, 1), (1, 0, 1, 1), (1, 1, 0, 1)}.

Îòáðàñûâàÿ ïîñëåäíèå äâå êîîðäèíàòû â ýòèõ ðåøåíèÿõ, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì òàêîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé äàííîãî
íåðàâåíñòâà:
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S = {x1 = (0, 0), x2 = (0, 1), x3 = (1, 0), x4 = (1, 1)}.

Ñòðîèì ïåðåõîäû èç ñîñòîÿíèÿ -1:

xT
1 = (0, 0) → d = ⌊−1−0+0

2
⌋ = −1; xT

2 = (0, 1) → d = ⌊−1−0+1
2

⌋ = 0;

xT
3 = (1, 0) → d = ⌊−1−2+0

2
⌋ = −2; xT

4 = (1, 1) → d = ⌊−1−2+1
2

⌋ = −1.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, A = {−1, 0,−2}, A1 = {0,−2} è íîâûå ïåðåõîäû:

−1
x1,x4−→ −1, −1

x2−→ 0, −1
x3−→ −2.

Îïóñêàÿ äàëüíåéøèå ïîäðîáíîñòè, ïðèâåäåì îêîí÷àòåëüíûé âàðèàíò àâòîìàòà A = ({−1, 0, 1}, X =

{x1, x2, x3, x4}, f,−1, {0}), êîòîðûé àêöåïòèðóåò ðåøåíèÿ ËÍÄÍ 2x− y ≤ −1.

m m mj?
x1, x2

�
-x2

x3, x4

0-1�
-x1, x2

x3

-2

?
x3, x4

?
x1, x4

Ðèñ. 11.2.5. Àâòîìàò, àêöåïòèðóþùèé ðåøåíèÿ ËÍÄÍ 2x− y ≤ −1.♠

12. Òàáëèöà ñëîæíîñòåé àëãîðèòìîâ

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì èòîãîâóþ òàáëèöó ñëîæíîñòåé àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ CSP â
äèñêðåòíûõ è íåïðåðûâíûõ îáëàñòÿõ:

Îáëàñòü Ñëîæíîñòü CSP Ññûëêè
D,Q P [52, 12]
N NP [52, 7]

{0, 1} NP [52, 10]
Zm Ñëîæíîñòü ïðîáëåìû [9]

ôàêòîðèçàöèè
Fp P [8]
Z P [11]

.

Â êîëüöå âû÷åòîâ Zm ïðè èçâåñòíîì ðàçëîæåíèè ìîäóëÿm íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè ñëîæ-
íîñòü ðåøåíèÿ CSP ïðèíàäëåæèò êëàññó ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðèâåäåííûå îöåíêè âðåìåííûõ ñëîæíîñòåé àëãîðèòìîâ ìîæíî
óòî÷íÿòü, åñëè ïðîñëåæèâàòü âñå äåòàëè ïðîöåññà âû÷èñëåíèé, ïðîèñõîäÿùåãî â TSS-
àëãîðèòìå. Â äàííîé ðàáîòå ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ óñòàíîâëåíèåì òîãî, ÷òî ïðèâîäèì òîëüêî
âåðõíèå îöåíêè (ò. å. ñëîæíîñòü â íàèõóäøåì ñëó÷àå) ýòèõ àëãîðèòìîâ.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ìîäóëÿ p ñëîæíîñòüþ âû÷èñëåíèÿ ÍÎÄ â
ïîëÿõ è êîëüöàõ âû÷åòîâ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è òîãäà îöåíêà àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ñèñòåì
â òàêèõ ïîëÿõ óïðîùàåòñÿ. Òàê, íàïðèìåð, â ïîëå F2, êîòîðîå ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ïðè-
ëîæåíèÿõ, íåîáõîäèìîñòü âû÷èñëåíèÿ ÍÎÄ âîîáùå îòïàäàåò, ïîýòîìó ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ
ÑËÎÄÓ è ÑËÍÄÓ â òàêîì ïîëå ñòàíîâèòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå sn2, ãäå s � ÷èñëî
óðàâíåíèé, à n � ÷èñëî íåèçâåñòíûõ â ñèñòåìå.

13. Ïðèëîæåíèÿ àëãîðèòìîâ

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé.

13.1. Àðèôìåòèêà Ïðåñáóðãåðà

Â àðèôìåòèêè Ïðåñáóðãåðà (ÀÏ) èñïîëüçóåòñÿ àëôàâèò ïåðåìåííûõ X =
{x, y, . . . , z, x1, y2, . . .}, äâå êîíñòàíòû 0 è 1 (êàê íóëüàðíûå îïåðàöèè) è áèíàðíàÿ îïåðà-
öèÿ ñëîæåíèÿ +.
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Îïðåäåëåíèå 18. Îñíîâíûì òåðìîì ÀÏ íàçûâàåòñÿ

� ëþáàÿ ïåðåìåííàÿ èç A è êîíñòàíòû 0, 1;

� åñëè t1 è t2 îñíîâíûå òåðìû ÀÏ, òî t1 + t2 � îñíîâíîé òåðì ÀÏ.

Íàïðèìåð, x + y + y + z + z + z + 1 + 1 � îñíîâíîé òåðì. Ïðè ïðåäñòàâëåíèè îñíîâíûõ
òåðìîâ âûïîëíÿþòñÿ îáû÷íûå ñîêðàùåíèÿ, ïðèíÿòûå â àðèôìåòèêå. Òàê òåðì x+ y + y +
z + z + z + 1 + 1 çàïèñûâàåòñÿ â ñîêðàùåííîì âèäå êàê x+ 2y + 3z + 2.

Îïðåäåëåíèå 19. Àòîìàðíîé ôîðìóëîé ÀÏ íàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî èëè íåðàâåíñòâî
ìåæäó äâóìÿ îñíîâíûìè òåðìàìè, ò. å. âûðàæåíèÿ t = t' èëè t ≤ t′, ãäå t, t' � îñíîâíûå
òåðìû ÀÏ.

Íàïðèìåð, âûðàæåíèÿ x+ 2y = 3z + 1 è 2x+ 1 ≤ y ÿâëÿåòñÿ àòîìàðíûìè ôîðìóëàìè ÀÏ.

Îïðåäåëåíèå 20. Ôîðìóëîé ÀÏ íàçûâàåòñÿ

� ëþáàÿ àòîìàðíàÿ ôîðìóëà ÀÏ;

� åñëè C è C' ôîðìóëû ÀÏ, òî C ∨ C ′, C ∧ C ′ � ôîðìóëû ÀÏ;

� åñëè C ôîðìóëà ÀÏ, òî ¬C, ∃x C è ∀x C � ôîðìóëû ÀÏ.

Ñâîáîäíûå è ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå ó ôîðìóëàõ ÀÏ îïðåäåëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûì ñïî-
ñîáîì: ïåðåìåííàÿ x íàçûâàåòñÿ ñâÿçàííîé â ôîðìóëå C, åñëè îíà íàõîäèòñÿ â îáëàñòè
äåéñòâèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ èëè îáùíîñòè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåìåííàÿ íàçûâà-
åòñÿ ñâîáîäíîé.

Äëÿ ìíîæåñòâà ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ñïðàâåäëèâû òàêèå ðàâåíñòâà:

FV (C ∨ C ′) = FV (C) ∪ FV (C ′);

FV (∃x C) = FV (C) \ {x} = FV (∀x C), ãäå FV (A) îçíà÷àåò ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ
ïåðåìåííûõ ôîðìóëû A.

Îáëàñòüþ èíòåðïðåòàöèè ÀÏ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N , â êîòîðîì
ñèìâîëû 0, 1, +, =, ≤ èìåþò ñâîé îáû÷íûé ñìûñë.

Ðåøåíèåì ôîðìóëû C(x1, x2, . . . , xq) íàçûâàåòñÿ âåêòîð c = = (c1, c2, . . . , cq) ∈ N q,
êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ôîðìóëå C (ò. å. ôîðìóëà C(c1, c2, . . . , cq) èñòèííà). Íàïðèìåð, âåê-
òîð (0,2,1) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ôîðìóëû x + 2y = 3z + 1. Åñëè äëÿ äàííîé ôîðìóëû ÀÏ
C(x1, x2, . . . , xq) ñóùåñòâóåò ðåøåíèå, òî ãîâîðÿò, ÷òî ýòà ôîðìóëà âûïîëíÿåòñÿ.

13.2. Ïðîâåðêà âûïîëíèìîñòè ôîðìóë

Ïóñòü C(x1, x2, . . . , xq) � àòîìàðíàÿ ôîðìóëà ÀÏ, ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå êîòîðîé ïðè-
íàäëåæàò ìíîæåñòâó X = {x1, x2, . . . , xq}.

Ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé ôîðìóëû C(x1, x2, . . . , xq, y). Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà
èìååì àâòîìàò AC(x1,x2,...,xq), êîòîðûé àêöåïòèðóåò ðåøåíèÿ ôîðìóëû C(x1, x2, . . . , xq), à
íóæíî ïîñòðîèòü àâòîìàò, àêöåïòèðóþùèé ðåøåíèÿ ôîðìóëû C(x1, x2, . . . , xq, y). Ýòî çíà-
÷èò, ÷òî â ôîðìóëå C(x1, x2, . . . , xq) ïîÿâëÿåòñÿ åùå îäíî ñëàãàåìîå âèäà c′y. Äëÿ ýòîãî
âîñïîëüçóåìñÿ àëãîðèòìîì Êîìîíà.

Ââåäåíèå îäíîé äîïîëíèòåëüíîé ïåðåìåííîé âåäåò ê óâåëè÷åíèþ ÷èñëà ñîñòîÿíèé è
÷èñëà ñèìâîëîâ âî âõîäíîì àëôàâèòå (ýòî ÷èñëî óäâàèâàåòñÿ â ñðàâíåíèè ñ ÷èñëîì ñèì-
âîëîâ âî âõîäíîì àëôàâèòå àâòîìàòà AC(x1,x2,...,xq)). Åñëè èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì Êîìîíà,
òî íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ñòðóêòóðà àâòîìàòà AC(x1,x2,...,xq) íå èçìåíèòñÿ è îí âõîäèò â àâòî-
ìàò AC(x1,x2,...,xq ,y), à èçìåíÿþòñÿ òîëüêî ñèìâîëû âõîäíîãî àëôàâèòà è ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå
ïåðåõîäû â ñóùåñòâóþùåì àâòîìàòå â íîâûå ñîñòîÿíèÿ. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî íîâûå
ñîñòîÿíèÿ ãåíåðèðóþòñÿ ïðè ïîìîùè ôîðìóëû
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d =
c−a1c1−a2c2−...−aqcq−aq+1cq+1

2 ,

ãäå cq+1 - êîýôôèöèåíò, ñòîÿùèé ïðè íîâîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé y.

Ïðèìåð 33. Ïðîèëëþñòðèðóåì ñêàçàííîå íà ïðèìåðå ËÍÄÓ x+2y+u = 3z+1, ãäå u � íîâàÿ ïåðåìåííàÿ. Äëÿ
ËÍÄÓ x+ 2y = 3z + 1 ñîîòâåòñòâóþùèé àâòîìàò A = (A = {0, 1, 2,−1,−2}, X = {x1, x2, . . . , x8}, f, 1, {0}) ïîêàçàí íà
ðèñ. 11.2.4, íî îí ïðèâîäèòñÿ íèæå äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ.

Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî ïðîöåññ ãåíåðàöèè ñîñòîÿíèé äëÿ çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà aq+1 = 0 (ò. å. â äàííîì ñëó÷àå êî-
ýôôèöèåíòà ïðè ïåðåìåííîé u) íå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ íîâûõ ñîñòîÿíèé â ñóùåñòâóþùåì àâòîìàòåAx+2y+0u=3z+1.
Ñäåëàåì ýòî òîëüêî äëÿ îäíîãî ñîñòîÿíèÿ c = 1, ò. å. ïîñòðîèì ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ËÍÄÓ x+ 2y − 3z + 0u = 1.
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Ðèñ. 13.1.1. Àâòîìàò, àêöåïòèðóþùèé ðåøåíèÿ ËÍÄÓ x+ 2y = 3z + 1
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Ïðèìåíÿÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ âñåõ ðåøåíèé ËÍÄÓ, îïèñàííûé âûøå, ïîëó÷àåì òàêîå ìíîæåñòâî S âñåõ ðåøåíèé
äàííîãî óðàâíåíèÿ:

xT
1 = (0, 0, 1, 0), xT

2 = (1, 0, 0, 0), xT
3 = (0, 1, 1, 0), xT

4 = (1, 1, 0, 0),

xT
5 = (0, 0, 1, 1), xT

6 = (1, 0, 0, 1), xT
7 = (0, 1, 1, 1), xT

8 = (1, 1, 0, 1).

xT
1 = (0, 0, 1, 0) → d = 1−0−0+3−0

2
= 2; xT

2 = (1, 0, 0, 0) → d = 1−1−0+0−0
2

= 0;

xT
3 = (0, 1, 1, 0) → d = 1−0−2+3−0

2
= 1; xT

4 = (1, 1, 0, 0) → d = 1−1−2+0−0
2

= −1;

xT
5 = (0, 0, 1, 1) → d = 1−0−0+3−0

2
= 2; xT

6 = (1, 0, 0, 1) → d = 1−1−0+0−0
2

= 0;

xT
7 = (0, 1, 1, 1) → d = 1−0−2+3−0

2
= 1; xT

8 = (1, 1, 0, 1) → d = 1−1−2+0−0
2

= −1.

Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ èòåðàöèé öèêëó while äëÿ çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà aq+1 = 0 íîâûõ ñîñòîÿíèé
íå ïîÿâèòñÿ.

Ðàññìîòðèì ïðîöåñ ãåíåðàöèè äëÿ çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà aq+1 = 1, ò. å. íàéäåì âñå ìíîæåñòâî S ðåøåíèé äëÿ
óðàâíåíèÿ x+ 2y + u = 3z + 1. Â äàííîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñîñòîèò èç òàêèõ âåêòîðîâ:

xT
9 = (0, 0, 0, 1), xT

10 = (0, 1, 0, 1), xT
11 = (1, 0, 1, 1), xT

12 = (1, 1, 1, 1),

xT
4 = (1, 1, 0, 0), xT

3 = (0, 1, 1, 0), xT
1 = (0, 0, 1, 0), xT

2 = (1, 0, 0, 0).

xT
9 = (0, 0, 0, 1) → d = 1−0−0+0−1

2
= 0; xT

10 = (0, 1, 0, 1) → d = 1−0−2+0−1
2

= −1

xT
11 = (1, 0, 1, 1) → d = 1−1−0+3−1

2
= 1; xT

12 = (1, 1, 1, 1) → d = 1−1−2+3−1
2

= 0;

xT
4 = (1, 1, 0, 0) → d = 1−1−2+0−0

2
= −1; xT

3 = (0, 1, 1, 0) → d = 1−0−2+3−1
2

= 1;

xT
1 = (0, 0, 1, 0) → d = 1−0−0+3−1

2
= 2; xT

2 = (1, 0, 0, 0) → d = 1−1−0+0−0
2

= 0.

Íîâûõ ñîñòîÿíèé íå ïîÿâèëîñü, íî ïîÿâèëèñü íîâûå ïåðåõîäû:

1
x2,x9,x12−→ 0, 1

x4,x8,x10−→ −1, 1
x3,x7,x11−→ 1, 1

x1,x5−→ 2.

Íå âäàâàÿñü â ïîäðîáíîñòè âû÷èñëåíèé íîâûõ ïåðåõîäîâ, ïðèâåäåì ýòè ïåðåõîäû (ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî
ñàìîìó óáåäèòüñÿ â èõ ïðàâèëüíîñòè):

0
x13−→ 1, 0

x14−→ 0, 0
x15−→ −1, 0

x16−→ −2,

2
x13−→ 2, 2

x14−→ 1, 2
x15−→ 0, 2

x16−→ −1,

−1
x9−→ −1, −1

x10−→ −2, −1
x11−→ 0, −1

x12−→ −1,

−2
x13−→ 0, −2

x14−→ −1, −2
x15−→ −2, −2

x16−→ −3,
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−3
x9−→ −2, −3

x10−→ −3, −3
x11−→ −1, −3

x12−→ −2.

Êàê âèäèì, íîâîå ñîñòîÿíèå -3 ïîÿâëÿåòñÿ ïðè ãåíåðàöèè ïåðåõîäîâ äëÿ ñîñòîÿíèÿ -2. Îêîí÷àòåëüíûé âèä èñêî-
ìîãî àâòîìàòà ïðèâåäåí íèæå íà ðèñóíêå.
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Ðèñ. 13.1.2. Àâòîìàò, àêöåïòèðóþùèé ðåøåíèÿ ËÍÄÓ x+ 2y + u = 3z + 1 ♠
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Ðàññìîòðèì åùå äâà âèäà àâòîìàòîâ, êîòîðûå àêöåïòèðóþò ðåøåíèÿ ôîðìóë âèäà
¬C(x1, x2, . . . , xq) è ∃xiC(x1, x2, . . . , xq).

Ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé ôîðìóëû ¬C(x1, x2, . . . , xq). Àâòîìàò, êîòîðûé àêöåïòèðó-
åò ðåøåíèÿ ôîðìóëû ¬C(x1, x2, . . . , xq), ñòðîèòñÿ ïî àâòîìàòó AC(x1,x2,...,xq) èñõîäÿ èç òàêîãî
çàìå÷àíèÿ. Åñëè ÿçûê L ⊆ F (X) àêöåïòèðóåòñÿ àâòîìàòîì AC , òî äîïîëíåíèå ýòîãî ÿçûêà
F (X)\L àêöåïòèðóåòñÿ àâòîìàòîì A′

C , êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ îò àâòîìàòà AC òîëüêî ìíîæå-
ñòâîì çàêëþ÷èòåëüíûõ ñîñòîÿíèé, êîòîðîå ðàâíî äîïîëíåíèþ ìíîæåñòâà çàêëþ÷èòåëüíûõ
ñîñòîÿíèé àâòîìàòà AC . Ñëåäîâàòåëüíî, íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ ïîñòðîåíèé âûïîëíÿòü
íåò íàäîáíîñòè, åñëè ïîñòðîåí àâòîìàò AC .

Ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé ôîðìóëû ∃xiC(x1, x2, . . . , xq). Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà
∀xC ëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ôîðìóëå ¬∃x¬C, ïîýòîìó ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå òîëü-
êî äëÿ ôîðìóëû ∃xC. Åñëè àâòîìàò AC(x1,x2,...,xq), àêöåïòèðóþùèé ðåøåíèÿ ôîðìóëû
C(x1, x2, . . . , xq), ïîñòðîåí, òî ïîñòðîåíèå àâòîìàòà A∃xi C(x1,x2,...,xq) ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî
êîîðäèíàòà xi ìîæåò áûòü óäàëåíà èç ìíîæåñòâà ñèìâîëîâ âõîäíîãî àëôàâèòà ýòîãî àâòî-
ìàòà.

Ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ àâòîìàòà, àêöåïòèðóþùåãî ðåøåíèÿ ôîðìóëû ∃x (x+ 2y = 3z + 1)
ïîêàçàíà íèæå íà ðèñóíêå, à ñàì àâòîìàò ïðèíèìàåò âèä: A = ({1, 0, 2,−1,−2}, X = {xT1 =
(0, 1), xT2 = (0, 0), xT3 = (1, 1), xT4 = (1, 0), f, 1, F = {0}).
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Ðèñ. 13.1.3. Àâòîìàò A, àêöåïòèðóþùèé ðåøåíèÿ ∃z x+ 2y = 3z + 1

?
x1

?
x4

�

- �

x3 x1 x1 x4 x4 x2, x3 x2

x1

x3

x2

x4

Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå àâòîìàò, ïîëó÷åííûé òàêèì ñïîñîáîì íå áóäåò äåòåðìè-
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íèðîâàííûì. Ïîýòîìó, ïîñëå ïîñòðîåíèÿ àâòîìàòà, â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè, ê íåìó íóæíî
ïðèìåíèòü àëãîðèòì äåòåðìèíèçàöèè X-àâòîìàòîâ.

13.3. Óíèôèêàöèÿ â òåîðèÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ïðîáëåìà àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé óíèôèêàöèè (AK-óíèôèêàöèè) âîçíèêàåò â çà-
äà÷àõ àâòîìàòèçàöèè ïîèñêà äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà.
Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ AK-óíèôèêàöèè ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ðåøå-
íèé ÑËÎÄÓ è ÑËÍÄÓ â ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Âñÿ òåðìèíîëîãèÿ, îïðåäåëåíèÿ
è ðåçóëüòàòû, îïèñûâàåìûå â ýòîì ïîäðàçäåëå, âçÿòû èç ðàáîòû [21].

13.3.1. Îáùèå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè óíèôèêàöèè

Ïóñòü Ω � ñèãíàòóðà ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ ôèêñèðîâàííîé àðíîñòè, V � ñ÷åòíîå
ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ. Ìíîæåñòâî Ω-òåðìîâ íàä àëôàâèòîì V îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç T (Ω, V ),
à E ⊆ T (Ω, V ) × T (Ω, V ) îçíà÷àåò ìíîæåñòâî òîæäåñòâåííûõ ñîîòíîøåíèé íà ìíîæåñòâå
T (Ω, V ), êîòîðîå îïðåäåëÿåò ýêâàöèîíàëüíóþ òåîðèþ =E . Ìíîæåñòâî ñîîòíîøåíèé E
íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì òåîðèè =E . Êàê èçâåñòíî, îòíîøåíèå =E ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì
êîíãðóýíòíîñòè, à ôàêòîð-àëãåáðà ïî îòíîøåíèþ =E � T (Ω, V )/ =E � ïðåäñòàâëÿåò
E-ñâîáîäíóþ àëãåáðó ñ ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ V .

Ïðèìåð 34. Ïóñòü ñèãíàòóðà Ω ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî áèíàðíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà f . Ìíîæåñòâî

òîæäåñòâ A = {f(x, f(y, z)) = f(f(x, y), z)} îïðåäåëÿåò òåîðèþ ïîëóãðóïï. Î÷åâèäíî, ÷òî =A-êëàññû ìîãóò

ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñëîâà â àëôàâèòå V , è A-ñâîáîäíàÿ àëãåáðà T (Ω, V )/ =A èçîìîðôíà ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïå

F (V ) ñëîâ â àëôàâèòå V . ♠

Íàïîìíèì, ÷òî ïîäñòàíîâêîé íàçûâàåòñÿ òàêîå îòîáðàæåíèå θ : V → T (Ω, V ), ÷òî
θ(x) ̸= x äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ x èç V . Ïîñêîëüêó T (Ω, V ) � ñâîáîäíàÿ Ω-àëãåáðà ñ
îáðàçóþùèìè V , òî îòîáðàæåíèå θ åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà
(ýíäîìîðôèçìà) θ : T (Ω, V ) → T (Ω, V ) òàêèì îáðàçîì:

θ(t(x1, . . . , xn)) = t(θ(x1), . . . , θ(xn)).

Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ ïîäñòàíîâêè, åå ìîæíî çàäàâàòü â âèäå:

θ = {x1 → t1, . . . , xk → tk}.

Ñ êàæäîé ïîäñòàíîâêîé θ = {x1 → t1, ..., xk → tk} ñâÿçûâàþòñÿ òàêèå ìíîæåñòâà: ïóñòü
V ar(t1, . . . , tk) îçíà÷àåò ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, êîòîðûå âõîäÿò â òåðìû t1, . . . , tk, òîãäà
DOM(θ) = {x ∈ V |θ(x) ̸= x} = {x1, . . . , xk};

COD(θ) = {θ(x)|x ∈ DOM(θ)} = {t1, . . . , tk};
V COD(θ) = V (COD(θ)) = {x ∈ V | x ∈ V ar(t1, . . . , tk)};
CCOD(θ) = {cij |cij � ìíîæåñòâî êîíñòàíò, âõîäÿùèõ â ti, i = 1, 2, . . . , k}.
Åñëè V COD(θ) = ∅, òî ïîäñòàíîâêà θ íàçûâàåòñÿ îñíîâíîé (ground) ïîäñòàíîâêîé.

Ïðîèçâåäåíèåì σ ∗ τ äâóõ ïîäñòàíîâîê σ è τ íàçûâàåòñÿ ñóïåðïîçèöèÿ äâóõ îòîáðà-
æåíèé, ò. å. σ ∗ τ(t) = σ(τ(t)).

×åðåç ε è Λ îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî òîæäåñòâåííóþ è íèãäå íå îïðåäåëåííóþ ïîäñòà-
íîâêè, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò òàêèì ñîîòíîøåíèÿì: σ ∗ ε = ε ∗ σ = σ è Λ ∗ σ = σ ∗ Λ = Λ
äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè σ.
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Ïðîáëåìà óíèôèêàöèè òåðìîâ s è t â äàííîé E-òåîðèè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè
òàêóþ ïîäñòàíîâêó θ, ÷òî θ(s) =E θ(t). Åñëè òàêàÿ ïîäñòàíîâêà θ ñóùåñòâóåò, òî îíà
íàçûâàåòñÿ E-óíèôèêàòîðîì òåðìîâ s è t. Ìíîæåñòâî âñåõ E-óíèôèêàòîðîâ òåðìîâ s è t
îáîçíà÷àþò ÷åðåç UE(s, t).

Ïðèìåðû óíèôèêàòîðîâ â ýêâàöèîíàëüíûõ òåîðèÿõ. Ïóñòü Ω = {f, a}, ãäå f � áèíàðíûé ôóíêöèîíàëüíûé
ñèìâîë, a � êîíñòàíòà (íóëüàðíûé ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë) è s = f(x, a), t = f(a, y) � òåðìû èç T (Ω, V ), ãäå
V = {x, y}.

à) E = ∅. Â ýòîì ñëó÷àå θ = {x → a, y → a} � åäèíñòâåííûé ∅-óíèôèêàòîð òåðìîâ s è t.

á) E = K = {f(x, y) = f(y, x)}. Î÷åâèäíî, ÷òî θ òàêæå ÿâëÿåòñÿ K-óíèôèêàòîðîì äëÿ s è t. Íî ïîñêîëüêó ñèìâîë

f êîììóòàòèâíûé, òî ñóùåñòâóåò äðóãîéK-óíèôèêàòîð σ = {x → y}. Â ñàìîì äåëå, âñëåäñòâèå êîììóòàòèâíîñòè èìå-

åì s = f(x, a) è t = f(a, y) = f(y, a) è σ = {x → y} äàåò íàì òàêîå òîæäåñòâî: σ(s) = f(y, a) = f(a, y) = f(y, a) = σ(t).♠

Êîãäà äàíû äâå ïîäñòàíîâêè σ = {x1 → t1, . . . . . . , xk → tk} è θ = {y1 → q1, . . . , ym → tm},
òî èõ ïðîèçâåäåíèå σ ∗ θ íàõîäèì ïî òàêèì ïðàâèëàì:

à) ñòðîèì ìíîæåñòâî

{x1 → θ(t1), . . . , xk → θ(tk); y1 → q1, . . . , ym → qm},

á) èç ýòîãî ìíîæåñòâà óäàëÿåì ïàðû òàêîãî âèäà

á1) xi → yj = θ(tj) i yj → xi;

á2) è ýëåìåíòû yi → qi, åñëè yi ∈ {x1, . . . , xk}.
Íàïðèìåð, åñëè θ è σ � ïîäñòàíîâêè ñ ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà è θ1 = {y → a}, òî

θ = σ ∗ θ1 = {x → θ1(y); y → a} = {x → a, y → a} = σ ∗ {y → a}.

Â áîëüøèíñòâå ïðèìåíåíèé íåò íåîáõîäèìîñòè èìåòü âñå E-óíèôèêàòîðû, à äîñòàòî÷íî
èìåòü ïîëíîå ìíîæåñòâî E-óíèôèêàòîðîâ. Ïîëíîå ìíîæåñòâî E-óíèôèêàòîðîâ îïðåäåëÿåò-
ñÿ ñ ïîìîùüþ îòíîøåíèÿ êâàçèïîðÿäêà≤E [W ] íà ìíîæåñòâå ïîäñòàíîâîê, ãäåW � êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ. Ýòîò êâàçèïîðÿäîê îïðåäåëÿåòñÿ òàêèì îáðàçîì:

σ ≤E θ[W ] ⇔ ∃λ : θ(x) =E λ(σ(x)), ∀ x ∈ W ,

ãäå λ � íåêîòîðàÿ ïîäõîäÿùàÿ ïîäñòàíîâêà.

Åñëè σ ≤E θ[W ], òî ãîâîðÿò, ÷òî σ ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì óíèôèêàòîðîì, ÷åì θ, íà
ìíîæåñòâå W èëè ÷òî óíèôèêàòîð θ ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì óíèôèêàòîðà σ. Î÷åâèäíî, ÷òî
êîãäà σ ÿâëÿåòñÿ E-óíèôèêàòîðîì òåðìîâ s è t, òî θ òîæå E-óíèôèêàòîð ýòèõ òåðìîâ.

Ïîäñòàíîâêè σ è τ íàçûâàþòñÿ E-ýêâèâàëåíòíûìè (σ =E τ [W ]) íaW , åñëè σ ≤E τ [W ] ∧
τ ≤E σ[W ].

Ïîëíûì ìíîæåñòâîì cUE(s, t) E-óíèôèêàòîðîâ òåðìîâ s è t íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
óíèôèêàòîðîâ, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò òàêèì óñëîâèÿì:

1 : cUE(s, t) ⊆ UE(s, t) (êîððåêòíîñòü);

2 :∀θ ∈ UE(s, t)∃σ ∈ cUE(s, t) : σ ≤E θ[W ], ãäå W � ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â
s è t (ïîëíîòà).

Ïîíÿòíî, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ýòî ìíîæåñòâî äîëæíî áûòü íàñòîëüêî ìà-
ëûì, íàñêîëüêî ýòî âîçìîæíî. Òîãäà èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ìèíèìàëüíîå ïîëíîå ìíîæåñòâî
µUE(s, t) E-óíèôèêàòîðîâ äëÿ s è t, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ

3 : ∀σ, θ ∈ µUE(s, t)(σ ≤E θ[W ]), ñëåäóåò σ = θ (ìèíèìàëüíîñòü).

Ïðèìåð 35. Ïóñòü òåðìû s è t òàêèå êàê â ïðèìåðå 33, íî E-òåîðèÿ òåïåðü áóäåò A-òåîðèåé, ò. å. A =
{f(x, f(y, z)) = f(f(x, y), z)}.
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Ïîäñòàíîâêè σ = {x → a, y → a} è τ = {x → f(a, z), y → f(z, a)} ÿâëÿþòñÿ A-óíèôèêàòîðàìè òåðìîâ s è t è, êàê
ëåãêî âèäåòü, ìíîæåñòâî {σ, τ} � ïîëíîå ìíîæåñòâî A-óíèôèêàòîðîâ òåðìîâ s è t. Äîáàâèì, ÷òî σ è τ íå ñðàâíèìû
ìåæäó ñîáîé, è ýòî îçíà÷àåò ÷òî {σ, τ} � ìèíèìàëüíîå ïîëíîå ìíîæåñòâî A-óíèôèêàòîðîâ äëÿ s è t.

Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ A-óíèôèêàöèþ äëÿ òåðìîâ f(x, a) è f(a, x), òî ïîäñòàíîâêè σ1 = {x → a}, σ2 = {x →
f(a, a)}, σ3 = {x → f(a, f(a, a))}, . . . äàþò áåñêîíå÷íîå ìèíèìàëüíîå ïîëíîå ìíîæåñòâî A-óíèôèêàòîðîâ äëÿ ýòèõ

òåðìîâ. ♠

13.3.2. AK1-óíèôèêàöèÿ

Ïóñòü T (Ω, V ) � êîììóòàòèâíûé ìîíîèä. Ýòî çíà÷èò, ÷òî êîãäà V = {v1, v2, . . .} �
ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ è C = {c1, c2, . . .} � ìíîæåñòâî êîíñòàíò, òî Ω = {·, e} ∪ C, ãäå · �
áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ, à e � íóëüàðíàÿ îïåðàöèÿ � åäèíèöà ìîíîèäà è

E = {xy = yx, x(yz) = (xy)z, xe = x}.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì AK1-òåîðèþ è ïðîáëåìà AK1-óíèôèêàöèè ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ìèíè-
ìàëüíîãî ïîëíîãî ìíîæåñòâà óíèôèêàòîðîâ òåðìîâ

s = vp11 vp22 . . . vpkk cq11 . . . cqii , t = v
pk+1

k+1 v
pk+2

k+2 . . . vpMM c
qi+1

i+1 . . . cqLL ,

ãäå vi ∈ V, cj ∈ C, pi, qj ∈ N , i = 1, 2, . . . ,M, j = 1, 2, . . . , L. Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê
îïèñàíèþ àëãîðèòìà AK1-óíèôèêàöèè, ðàññìîòðèì îñíîâíûå åãî äåòàëè íà ïðèìåðå.

Ïðèìåð 36. Ïóñòü s = x2yac i t = zb2c. Äîïóñòèì, ÷òî σ = {x → vb, y → u, z → uv2a}, ãäå u, v � íîâûå
ïåðåìåííûå, ÿâëÿåòñÿ óíèôèêàòîðîì òåðìîâ s è t. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ïîäñòàíîâêó σ ê äàííûì òåðìàì, èìååì òàêèå
ðàâåíñòâà äëÿ ïåðåìåííûõ u, v è êîíñòàíò a è b ñîîòâåòñòâåííî: σ(s) = v2b2uac = σ(t) = uv2ab2c, ãäå ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé ïðè ïåðåìåííûõ u è v ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè òàêèõ óðàâíåíèé:

2m1 + n1 − k1 = 0 (48)

äëÿ ïåðåìåííûõ,
2m3 + n3 − k3 = 1 (49)

äëÿ êîíñòàíòû a,
2m4 + n4 − k4 = 2 (50)

äëÿ êîíñòàíòû b, à äëÿ êîíñòàíòû c óðàâíåíèÿ íåò, ïîñêîëüêó ëþáîé óíèôèêàòîð òåðìîâ s′ = x2ya è t′ = zb2 ÿâëÿåòñÿ
òàêæå óíèôèêàòîðîì òåðìîâ s è t.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïåðåìåííûõ (íåçàâèñèìî îò èõ êîëè÷åñòâà) ïîëó÷àåì îäèíàêîâûå óðàâíåíèÿ, à äëÿ êîíñòàíò
ýòè óðàâíåíèÿ ðàçíûå, õîòÿ ìàòðèöà ñèñòåì îäíà è òà æå.

Ðåøåíèé óðàâíåíèé (48) � (50) â ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ìîæåò è íå ñóùåñòâîâàòü, íî åñëè îíè ñóùåñòâóþò,
òî íà ìíîæåñòâå ýòèõ ðåøåíèé ââîäÿò ïîêîîðäèíàòíûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê

(a1, · · · , aq) ≤ (b1, · · · , bq) ⇔ (∀i ∈ [1, q] ai ≤ bi,

à áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñîñòàâëÿþò ìèíèìàëüíûå ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïîðÿäêà. Â äàííîì ñëó÷àå áàçèñ
ìíîæåñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (48) ñîñòàâëÿþò òàêèå âåêòîðû:

m1 = (0, 1, 1), m2 = (1, 0, 2).

Áàçèñîì ìíîæåñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèé (49) è (50) ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû:

Sa = {n1 = (0, 0, 1)}, Sb = {n2 = (1, 0, 0), n3 = (0, 2, 0)}.

Êîìáèíèðóÿ âåêòîðû èç Sa è Sb ñ âåêòîðàìè m1 è m2, íàõîäèì óíèôèêàòîðû, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ìèíè-
ìàëüíîìó ìíîæåñòâó AK1-óíèôèêàòîðîâ òåðìîâ s è t.

Sa × Sb = {[(0, 0, 1), (0, 2, 0)]; [(0, 0, 1), (1, 0, 0)]} = {(n1, n2); (n1, n3)};

[m1,m2, n1, n2] =

x y z
u1 0 1 1
v1 1 0 2
a 0 0 1
b 1 0 0

[m1,m2, n1, n3] =

x y z
u2 0 1 1
v2 1 0 2
a 0 0 1
b 0 2 0
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Îòñþäà ïîëó÷àåì òàêîå ìíîæåñòâî óíèôèêàòîðîâ: µUAK1(s, t) = {σ1 = {x → v1b, y → u1, z → u1v21a}, σ2 = {x →
v2, y → u2b2, z → u2v22a}}. ♠

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáùèé ñëó÷àé AK1-óíèôèêàöèè. Äëÿ òåðìîâ s è t, âèä êîòîðûõ áûë
ïðèâåäåí âûøå,

1) ñîñòàâëÿåì óðàâíåíèå âèäà

p1m1 + p2m2 + . . .+ pkmk = pk+1mk+1 + . . .+ pMmM (51)

äëÿ ïåðåìåííûõ è

2) óðàâíåíèÿ äëÿ êàæäîé êîíñòàíòû cj , j = 1, 2, . . . , L,

p1nj1 + p2nj2 + . . .+ pknjk = pk+1njk+1 + . . .+ pMnjM + dj . (52)

Áàçèñíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (51) è (52) íàõîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè äâóõ ôóíêöèé:

Function DIOHOM(s, t)

øàã 1: Ñîñòàâèòü îäíîðîäíîå óðàâíåíèå äëÿ ïåðåìåííûõ

p1m1 + · · ·+ pkmk = pk+1mk+1 + · · ·+ pMmM ; (i)

øàã 2: Ðåøèòü (i).

âûõîä: Ìíîæåñòâî {e1, · · · , en} � ìèíèìàëüíûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ M -ìåðíûõ âåêòîðîâ, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò
áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé (i), èëè 0, åñëè (i) íå èìååò ðåøåíèé.

End of DIOHOM

Function DIOINHOM(s, t, cj).

øàã 1: Cîñòàâèòü íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå äëÿ êîíñòàíòû cj

p1nj1 + · · ·+ pknjk = pk+1njk+1 + · · ·+ pMnjM + qj ; (ii)

øàã 2: Ðåøèòü (ii).

âûõîä: Ìíîæåñòâî Scj = {e1, · · · , ek} � ìèíèìàëüíûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ M -ìåðíûõ âåêòîðîâ, êîòîðûå ñî-
ñòàâëÿþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé (ii), èëè ∅, åñëè (ii) íå èìååò ðåøåíèé.

End of DIOINHOM

Îñòàëüíóþ ðàáîòó è âñþ åå îðãàíèçàöèþ âûïîëíÿåò ôóíêöèÿ AK1-UNIFY [21]:

Function AK1-UNIFY(s, t)

øàã 0: G1 := (s′, t′), äå s′, t′ � òåðìû áåç îáùèõ ïåðåìåííûõ è êîíñòàíò;

øàã 1: {m1, . . . ,mn} := DIOHOM(G1);

øàã 2: if L = 0 then µUE(s, t) := CONSTRUCT(m1, · · · ,mn) else

øàã 3: ( PRODUCT := DIOINHOM(G1, Sc1 )× · · · ×DIOINHOM(G1, ScL );

µUAK1(s, t) := ∅;
forall (n1, n2, · · · , nL) ∈ PRODUCT do

µUAK1(s, t) := µUAK1(s, t) ∪ {CONSTRUCT(m1, · · · ,mn, n1, n2, · · · , nL)};
od);

âûõîä: Ìíîæåñòâî íàèáîëåå îáùèõ óíèôèêàòîðîâ µUAK1(s, t).

End of AK1-UNIFY

Àëãîðèòì AK1-UNIFY èñïîëüçóåò äâå ôóíêöèè: × � ôóíêöèþ âû÷èñëåíèÿ äåêàðòîâîãî
ïðîèçâåäåíèÿ ìíîæåñòâ è CONSTRUCT � ôóíêöèþ, êîòîðàÿ áåðåò M + L âåêòîðîâ êàê
âõîäíûå äàííûå, ïðåîáðàçóåò èõ â ìàòðèöó
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·
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·
·
nL


è âû÷èñëÿåò ïî íåé óíèôèêàòîð.

Ïîíÿòíî, ÷òî µUAK1(s, t) � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî è, ñëåäîâàòåëüíî, AK1-òåîðèÿ ôèíè-
òàðíàÿ äëÿ ýëåìåíòàðíîé AK1-óíèôèêàöèè.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå õàðàêòåðèçóåò àëãîðèòì AK1-UNIFY.

Òåîðåìà 44. Àëãîðèòì AK1-UNIFY çàêàí÷èâàåò ñâîþ ðàáîòó, à ìíîæåñòâî
µUAK1(s, t) � êîððåêòíîå, ïîëíîå è ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïîëíûì ìíîæåñòâîì AK1-
óíèôèêàòîðîâ òåðìîâ s è t.

Óíèôèêàöèÿ â êîììóòàòèâíûõ ïîëóãðóïïàõ. Â ýòîì ñëó÷àå T (Ω, V ) íå èìååò åäè-
íèöû � àáåëåâà ïîëóãðóïïà. Èìååò ìåñòî

Ëåììà 12. Óíèôèêàòîð σ ∈ µUAK(s, t) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà σ ∈ UAK1(s, t) è
e ̸∈ CCOD(σ), ãäå CCOD(σ) � ìíîæåñòâî êîíñòàíò, âõîäÿùèõ â òåðìû èç σ.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà µUAK(s, t) èç ìíîæåñòâà µUAK1(s, t), ê
ìíîæåñòâó µUAK1(s, t) íóæíî äîáàâèòü òå AK1-óíèôèêàòîðû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ AK-
óíèôèêàòîðàìè. Äëÿ ýòîãî, êàê âûòåêàåò èç ëåììû 12, íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü âñå AK1-
ïðèìåðû íàèáîëåå îáùèõ AK1-óíèôèêàòîðîâ è óäàëèòü òå èç íèõ, êîòîðûå ñîäåðæàò åäè-
íèöó. Èíûìè ñëîâàìè, µUAK(s, t) = = {τ |τ = (σi ∗ λ)N , e ̸∈ COD(τ) ∧ σi ∈ µUAK1(s, t)},
ãäå λ = {xi1 → e, . . . , xin → e}, i = 1, 2, . . . , n, {xi1, . . . , xin} � ïîäìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ
èç V COD(σi) è (σi ∗ λ)N � ïîäñòàíîâêà, ïîëó÷åíà èç σi ∗ λ ïóòåì óäàëåíèÿ âñåõ åäèíèö è
îãðàíè÷åíà íà îáëàñòü W = V ar(s, t).

Õàðàêòåðèñòèêó ïîëó÷åííîãî ìíîæåñòâà AK-óíèôèêàòîðîâ äàåò

Òåîðåìà 45.Ìíîæåñòâî µUAK(s, t), ïîëó÷åííîå âûøå: ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì, ïîëíûì
è ìèíèìàëüíûì ìíîæåñòâîì AK-óíèôèêàòîðîâ òåðìîâ s è t.

Ïðèìåð 37. Äëÿ òåðìîâ s è t, ðàññìîòðåííûõ â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, áûëî íàéäåíî µUAK1(s, t) = {σ1 = {x →
v1b, y → u1, z → u1v21a}, σ2 = {x → v2, y → u2b2, z → u2v22a}}.

Äëÿ σ1 èìååì òàêîå ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ: a) ∅, á) {v1}, â) {u1, v1}, ã) {u1}.
Ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäñòàíîâêè èìåþò òàêîé âèä:

a) λ1 = ε � òîæäåñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà, ò. å. σ1 ∗ λ = σ1 � AK-óíèôèêàòîð;

á) λ2 = {v1 → e};
â) λ3 = {u1 → e, v1 → e};
ã) λ4 = {u1 → e}.
Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì òàêèå ïîäñòàíîâêè:

á) σ12 = σ1 ∗ λ2 = {x → b, y → u1, z → u1a} � AK-óíèôèêàòîð,

â) σ13 = σ1 ∗ λ3 = {x → b, y → e, z → a} � óäàëÿåòñÿ,
ã) σ14 = σ1 ∗ λ4 = {x → v1, y → e, z → v21a} � óäàëÿåòñÿ.
Àíàëîãè÷íî, òîëüêî äëÿ σ2 è åå ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ ïîëó÷àåì AK-óíèôèêàòîðû σ2, σ24 = = {x → v2, y →

b2, z → v22a}.

Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì µUAK(s, t) = {σ1, σ2, σ12, σ24}. ♠

Íåâçèðàÿ íà òî, ÷òî ïðîáëåìà AK-óíèôèêàöèè èìååò ôèíèòàðíûé òèï, ìíîæåñòâî
µUAK(s, t) ìîæåò áûòü ïîòåíöèàëüíî áåñêîíå÷íûì (êîìáèíàòîðíûé âçðûâ). Ðàññìîòðèì
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ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé òàêóþ âîçìîæíîñòü.

Ïðèìåð 38. Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå âèäà

mx1 +mx2 + · · ·+mxp = ny1 + ny2 + · · ·+ nyq , (53)

ãäå + ∈ ΩAK è ÍÎÄ(m,n) = 1.

Åñëè (x, y) = (x1, . . . , xp, y1, . . . , yq) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (53), òî

m äîëæíî äåëèòüñÿ íà y1 + · · ·+ yq , è n äîëæíî äåëèòüñÿ íà x1 + · · ·+ xp.

Áîëåå òîãî, åñëè (x, y) � ìèíèìàëüíîå ðåøåíèå (53), òî

x1 + · · ·+ xp = n, (54)

y1 + · · ·+ yq = m. (55)

Èç êîìáèíàòîðèêè èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå (54) èìååò Cn
n+p−1 ðåøåíèé íàä N p. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 46. a) Óðàâíåíèÿ (54)-(55) èìåþò Cn
n+p−1 · Cm

m+p−1 ìèíèìàëüíûõ ðåøåíèé íàä N p+q.

b) ×èñëî ìèíèìàëüíûõ óíèôèêàòîðîâ òåðìîâ s = mx1 + · · ·+ mxp è t = ny1 + · · ·+ nyq ðàâíÿåòñÿ

(−1)p+q
p∑

i=0

q∑
j=0

(−1)i+jCi
p · Cj

q · 2C
n
n+j−1·C

m
m+i−1 .

Íàïðèìåð, ñîãëàñíî ïðèâåäåííûì òåîðåìàì, òåðìû 3x è y1 + y2 + y3 + y4 èìåþò 1044599 ìèíèìàëüíûõ AK-

óíèôèêàòîðîâ, à òåðìû 4x è y1 + y2 + y3 + y4 èìåþò 34359607481 ìèíèìàëüíûõ AK-óíèôèêàòîðîâ. ♠

13.4. Àíàëèç ìíîæåñòâà äèçúþíêòîâ

Ïðèâåäåì îäíó èç ìîäèôèêàöèé TSS-àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðîâåðêè ïðòèâî-
ðå÷èâîñòè ìíîæåñòâà äèçúþíêòîâ â èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé. Ýòà ìîäèôèêàöèÿ õîðîøà
òåì, ÷òî åå ïðèìåíåíèå äàåò âîçìîæíîñòü íå òîëüêî ïðîâåðÿòü ïðîòèâîðå÷èâîñòü, íî è
îïðåäåëÿòü ìèíèìàëüíûå ïðîòèâîðå÷èâûå ïîäìíîæåñòâà äèçúþíêòîâ.

Íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì â äàííîì ñëó÷àå ìåòîäîì îïðåäåëåíèÿ ïðîòèâîðå÷èâîñòè ìíî-
æåñòâà äèçúþíêòîâ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ðåçîëþöèé. Ðàññìîòðèì ñïîñîá ñâåäåíèÿ çàäà÷è îïðåäå-
ëåíèÿ ïðîòèâîðå÷èâîñòè ìíîæåñòâà äèçúþíêòîâ ïî ìåòîäó ðåçîëþöèé ê ðåøåíèþ ÑËÎÄÓ.

Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî äèçúþíêòîâ S = {D1, D2, . . . , Dn} íàä óïîðÿäî÷åííûì ìíîæå-
ñòâîì àòîìàðíûõ ôîðìóë X = {p1, p2, . . . , pm}. Ðàññìîòðèì äèçúþíêò

Dk = q1 ∨ q2 ∨ . . . ∨ qm,

ãäå Dk ∈ S, à qi � ëèòåðàëû íàä ìíîæåñòâîì X. Ïîñòðîèì ïî ýòîìó äèçúþíêòó ëèíåéíîå
âûðàæåíèå

ak1x1 + ak2x2 + . . .+ akmxm,

ãäå

aki =


1, åñëè qi = p ∈ X;

−1, åñëè qi = ¬p, p ∈ X;
0, åñëè qi íå âõîäèò â Dk.

. Òîãäà ìíîæåñòâó S áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ìàòðèöà AS . Íàïðèìåð, äëÿ ìíîæåñòâà äèçú-
þíêòîâ S = {¬p ∨ r,¬r ∨ b ∨ d,¬d ∨ s,¬s ∨ r ∨ p}, ãäå X = {p, r, b, d, s} ïîëó÷àåì ìàòðèöó

AS =


−1 1 0 0 0
0 −1 1 1 0
0 0 0 −1 1
1 1 0 0 −1

 .
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Ïîñòðîèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé (ÑËÎÄÓ) AT
Sx = 0, ãäå AT

S �
ìàòðèöà, òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê ìàòðèöå AS . Òîãäà îïðåäåëåíèå ïðîòèâîðå÷èâîñòè ìíîæå-
ñòâà äèçúþíêòîâ S ðåçîëþöèîííûì ìåòîäîì ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå ñîâìåñòíîñòè ÑËÎÄÓ
AT

Sx = 0 ñîãëàñíî ñ òàêèì àëãîðèòìîì.

ÀÏÑ-TSS (S)

Âõîä: Ìíîæåñòâî äèçúþíêòîâ S.

Âûõîä: ÂÛÏÎËÍÈÌÎ èëè ÏÐÎÒÈÂÎÐÅ×ÈÂÎ.

Ìåòîä:

íà÷àëî

1. Ïîñòðîèòü AT
S äëÿ S;

2. Åñëè â AT
S åñòü ñòðîêè, âêëþ÷àþùèå òîëüêî 0 è 1 èëè òîëüêî 0 è -1, òî

(Óäàëèòü â AT
S âñå ñòîëáèêè, âêëþ÷àþùèå

íåíóëåâûå ýëåìåíòû ýòèõ ñòðîê);

3. i := 1;

3. Âû÷èñëèòü TSS äëÿ Li(x) = 0;

4. Äëÿ âñåõ j = i+ 1 äî p âûïîëíèòü

Äëÿ âñåõ e ∈ TSS íàéòè çíà÷åíèÿ Lj(e)

êö;

5. Óäàëèòü òå e ∈ TSS, êîòîðûå ïîðîæäàþò òàâòîëîãèè;

(ò. å. òå âåêòîðû, äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèÿ Lj(e) = 0, ïðè÷åì íåíóëåâûå

êîîðäèíàòû e íå ïîïàäàþò íà íóëåâûå êîýôôèöèåíòû Lj(x))

6. Åñëè TSS = ∅, òî (ÂÛÏÎËÍÈÌÀ; íà 8);

7. i := i+ 1; Åñëè i < p òî íà 4 èíà÷å

Åñëè TSS = ∅ òî ÂÛÏÎËÍÈÌÀ èíà÷å ÏÐÎÒÈÂÎÐÅ×ÈÂÀ;

8. ÑÒÎÏ;

êîíåö

Îáîñíîâûâàåò ýòîò àëãîðèòì

Òåîðåìà 47. Ìíîæåñòâî äèçúþíêòîâ S ïðîòèâîðå÷èâî òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà
ÑËÎÄÓ AT

Sx = 0 èìååò íåïóñòîå TSS, êîòîðîå ïîñòðîåíî àëãîðèòìîì ÀÏÑ-TSS.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ÑËÎÄÓ AT
Sx = 0 èìååò õîòÿ áû îäíî íåíóëåâîå ðåøåíèå, òî

ïî ïîñòðîåíèþ äèçúþíêòû, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò íåíóëåâûì êîîðäèíàòàì ðåøåíèÿ, ñî-
ñòàâëÿþò ìèíèìàëüíîå ïðîòèâîðå÷èâîå ïîäìíîæåñòâî äèçúþíêòîâ. À ýòî çíà÷èò, ÷òî è âñå
ìíîæåñòâî S òîæå áóäåò ïðîòèâîðå÷èâûì.

Ïóñòü S ïðîòèâîðå÷èâî è S′ = {D1, D2, . . . , Dk} ⊆ S � åãî ìèíèìàëüíîå ïðîòèâîðå÷èâîå
ïîäìíîæåñòâî, ãäå k ≤ m, m = |S|. Ñðåäè Di, i = 1, 2, . . . , k äîëæíà ñóùåñòâîâàòü õîòÿ
áû îäíà ïàðà äèçúþíêòîâ, ðåçîëüâåíòà êîòîðûõ íåòàâòîëîãè÷íà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëüíîñòüþ ìíîæåñòâà S′. Îáîçíà÷èì ýòó ðåçîëüâåíòó ÷åðåç
Djs. Òîãäà, â ñèëó òåõ æå ïðè÷èí, â ìíîæåñòâå S

′ \ {Dj , Ds} ∪ {Djs} äîëæíà ñóùåñòâîâàòü
ïàðà äèçúþíêòîâ, ðåçîëüâåíòà êîòîðûõ íåòàâòîëîãè÷íà è ò. ä. Äåéñòâóÿ òàêèì îáðàçîì
äàëüøå, â êîíöå ïðèäåì êî ïóñòîìó äèçúþíêòó 0 è ïîëó÷èì âåêòîð c, êîòîðûé áóäåò
ðåøåíèåì ÑËÎÄÓ AT

Sx = 0. �

Ïðèìåð 39. Ïóñòü AT
S ñîîòâåòñòâóåò òàêîìó ìíîæåñòâó äèçúþíêòîâ S = {p ∨ ¬q∨ ∨r,¬p ∨ q ∨ r, p ∨ q ∨ ¬r ∨

¬u,¬q ∨ ¬r ∨ u, p ∨ r ∨ u,¬p ∨ q ∨ ¬u}

AT
S =


1 −1 1 0 1 −1

−1 1 1 −1 0 1
1 1 −1 −1 1 0
0 0 −1 1 1 −1

.

Ïîñòðîåíèå TSS äëÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ äàåò òàêîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé (â 2, 3 è 4 ñòîëáèêàõ ïîêàçàíû çíà÷åíèÿ
ñîîòâåòñòâåííî 2, 3 è 4 óðàâíåíèé, åñëè ïîäñòàâèòü ðåøåíèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ â ýòè óðàâíåíèÿ):
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L2 L3 L4

000100 -1 -1 1
110000 0 - -
011000 2 0 -
010010 1 2 1
100001 0 - -
001001 2 -1 -2
000011 1 1 0

.

Ïîñëå ÷èñòêè ïîëó÷àåì òàêèå âåêòîðû:

L2 L3 L4

000100 -1 -1 1
010010 1 2 1
001001 2 -1 -2

.

Êîìáèíèðîâàíèå ïî çíà÷åíèÿì âòîðîãî ñòîëáèêà ïîðîæäàåò òàêèå âåêòîðû:

L3 L4

010110 1 2
001201 -3 0

.

Ïîñëå ÷èñòêè ïîëó÷àåì åäèíñòâåííûé âåêòîð:

L3 L4

010110 1 2
.

Äàëüíåéøèå êîìáèíàöèè íåâîçìîæíû, ïîñêîëüêó êîìáèíèðîâàòü íåòó ñ ÷åì. Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíàÿ ÑËÎÄÓ íå
èìååò ðåøåíèé (íåñîâìåñòíà) è ìíîæåñòâî äèçúþíêòîâ S íåïðîòèâîðå÷èâî.

á) Ïóñòü AT
S ñîîòâåòñòâóåò òàêîìó ìíîæåñòâó äèçúþíêòîâ S = {p,¬p ∨ q ∨ r,¬q ∨ c,¬r ∨ c,¬c}

AT
S =


1 −1 0 0 0
0 1 −1 0 0
0 1 0 −1 0
0 0 1 1 −1

.

Ïîñòðîåíèå TSS äëÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ äàåò òàêîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé (âî 2-ì, 3-ì è 4-ì ñòîëáèêàõ ïîêàçàíû
çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííî 2-ãî, 3-ãî è 4-ãî óðàâíåíèé, åñëè ïîäñòàâèòü ðåøåíèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ â ýòè óðàâíåíèÿ):

L2 L3 L4

11000 1 1 0
00100 -1 0 1
00010 0 -1 1
00001 0 0 -1

.

×èñòêà íè÷åãî íå óäàëÿåò, ïîñêîëüêó âñå íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðîâ-ðåøåíèé ïîïàäàþò íà íóëåâûå
êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèé L2, L3, è L4.

Êîìáèíèðóÿ ïî ïåðâîìó ñòîëáèêó, ïîëó÷àåì:

L3 L4

11100 1 1
00010 -1 1
00001 0 -1

.

Êàê è ðàíüøå, ÷èñòêà íè÷åãî íå óäàëÿåò, ïîñêîëüêó âñå íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðîâ-ðåøåíèé ïîïàäàþò
íà íóëåâûå êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèé L3 è L4.

Êîìáèíèðóÿ ïî ïåðâîìó ñòîëáèêó, ïîëó÷àåì:

L4

11110 2
00001 -1

.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ðåøåíèå c = (1, 1, 1, 1, 2), êîòîðîå ãîâîðèò î ïðîòèâîðå÷èâîñòè äàííîé ñèñòåìû äèçúþíêòîâ.

Ïîñêîëüêó âñå êîîðäèíàòû ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ íåíóëåâûå, òî ìèíèìàëüíîå ïðîòèâîðå÷èâîå ïîäìíîæåñòâî

äèçúþíêòîâ ñîâïàäàåò ñî âñåì ìíîæåñòâîì S.

Ïðèìåð 40. Ðàññìîòðèì ïðèìåð, âçÿòûé èç ó÷åáíèêà ïî îïåðàöèîííûì ñèñòåìàì è êîòîðûé ìîæíî íàéòè â
[48].

ßâëÿþòñÿ ëè ôîðìóëû P ∧ ¬B è I ∧ ¬N ñëåäñòâèÿìè íèæåïðèâåäåííûõ ôîðìóë?
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A → P ¬A ∨ P
(P → ¬B) → D ¬P ∨B ∨D
D → (S ∧M ∧H) ¬D ∨ S

¬D ∧M
¬D ∧H

H ∧N → R ¬H ∨ ¬N ∨R
H ∧ ¬R → I ¬H ∨R ∨ I
A ∧ ¬B ∧ ¬R A

¬B
¬R

Äîáàâèì ê ýòèì äèçúþíêòàì (âûïèñàííûõ ñïðàâà â òàáëèöå) îòðèöàíèÿ ôîðìóë P ∧ ¬B è I ∧ ¬N , êîòîðûå ïîñëå
ïðèâåäåíèÿ ïðèíèìàþò âèä, êîòîðûé ïîêàçàí â ïîñëåäíèõ äâóõ ñòðîêàõ â òàáëèöå.

A → P ¬A ∨ P
(P → ¬B) → D ¬P ∨B ∨D
D → (S ∧M ∧H) ¬D ∨ S

¬D ∧M
¬D ∧H

H ∧N → R ¬H ∨ ¬N ∨R
H ∧ ¬R → I ¬H ∨R ∨ I
A ∧ ¬B ∧ ¬R P A

¬B
¬R

¬P ∨B
¬I ∨N

Ïðèìåíèì àëãîðèòì ÀÏÑ-TSS ê ïîëó÷åííîìó ìíîæåñòâó äèçúþíêòîâ, íàõîäèì äâà ðåøåíèÿ x1 =
(1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 0), êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò òàêîå ìèíèìàëüíîå ïðîòèâîðå÷èâîå ïîäìíîæåñòâî äèçúþíêòîâ
¬A∨P, A, ¬B, ¬P ∨B, è âòîðîå ðåøåíèå x2 = (1, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 1), êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò òàêîå ìèíèìàëüíîå
ïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî äèçúþíêòîâ ¬A∨P, A, ¬B, ¬P ∨B ∨D, ¬D∨H, ¬H ∨¬N ∨R, ¬H ∨R∨ I, ¬R,¬I ∨N .
Â ïðàâèëüíîñòè ýòîãî ðåøåíèÿ ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé.

Ïîñêîëüêó îòðèöàíèå è ïåðâîé, è âòîðîé èç ôîðìóë, êîòîðûå ïðîâåðÿþòñÿ, âõîäÿò â ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîòè-

âîðå÷èâûå ïîäìíîæåñòâà, òî ñàìè ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ ëîãè÷åñêèìè ñëåäñòâèÿìè äàííîãî ìíîæåñòâà äèçúþíêòîâ.

♠

13.5. Ïîñòðîåíèå äèñêðåòíûõ èçîáðàæåíèé íà ïëîñêîñòè

Â òåîðèè ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ âîçíèêàþò çàäà÷è, êîòîðûå èìåþò äåëî ñ ïðÿìîóãîëüíûì
ïîëåì, ðàçáèòûì íà êâàäðàòíûå êëåòêè, êîòîðûå èìåþò ðàçíóþ ðàñêðàñêó è â ñîâîêóïíîñòè
ïðåäñòàâëÿþò íåêîòîðûé îáðàç. Îáîçíà÷èì òàêîå ïîëå ÷åðåç F ñ ÷èñëîì êëåòîê r = mn, ãäå
m � ÷èñëî ãîðèçîíòàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êëåòîê, à n � ÷èñëî ñòîëáèêîâ. Ñíà÷àëà
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå êëåòêè ïîëÿ F íåðàñêðàøåíû. Ïóñòü Q = {0, 1, . . . , k − 1} îçíà-
÷àåò ìíîæåñòâî öâåòîâ. Ïîñòðîåíèå ïðîèçâîëüíûõ èçîáðàæåíèé âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ
íàêëàäûâàíèÿ íà ïîëå F ýëåìåíòàðíûõ áëîêîâ èëè øàáëîíîâ S = {s1, s2, . . . , sp}, èìåþùèõ
íåáîëüøèå ðàçìåðû è îïðåäåëåííóþ ðàñêðàñêó. Ïðè ýòîì îïåðàöèÿ íàêëàäûâàíèÿ íà îäíó
êëåòêó ðàçíûõ öâåòîâ çàäàåòñÿ êàê áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ íà ìíîæåñòâå Q.

Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ èçîáðàæåíèé ñîñòîèò â íàõîæäåíèè òàêîãî íàáîðà èç ñóùå-
ñòâóþùåãî çàïàñà øàáëîíîâ, êîòîðûé ïðè îïðåäåëåííîì íàêëàäûâàíèè íà ïîëå F ñîñòàâèë
áû íóæíîå èçîáðàæåíèå.

Åñëè â ïîëå F m = 1, n > 1, òî ñîîòâåòñâóþùàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé î ïîñòðîåíèè
ëèíåéíîé ìîçàèêè, à åñëè m,n > 1, òî òàêàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé î ïîñòðîåíèè
äâóõìåðíîé ìîçàèêè [3].

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ïîñòðîåíèè äâóõìåðíîé ìîçàèêè èìååò âèä.

Ñíà÷àëà îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàöèÿ íàêëàäûâàíèÿ öâåòîâ. Äëÿ íàãëÿäíîñòè ðàññìîòðèì
ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, êîãäà ýòà îïåðàöèÿ ñîâïàäàåò ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ äâóõ ÷èñåë ïî ìî-
äóëþ k = 2. Òîãäà âñå øàáëîíû áóäóò îäíîöâåòíûìè, ïîñêîëüêó ÷èñëî 0 îçíà÷àò îòñóòñòâèå
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öâåòà. Òàê êàê áëîêè ìîæíî íàêëàäûâàòü ëþáîé ñòîðîíîé (âíåøíåé è âíóòðåííåé), à òàêæå
ïîâîðà÷èâàòü â ïëîñêîñòè íà óãîë êðàòíûé 90o, òî ïðîùå ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò íàáîð
ðàçíûõ øàáëîíîâ, êîòîðûé âñåãäà ðàçìåùàþòñÿ íà ïëîñêîñòè ôèêñèðîâàííûì ñïîñîáîì.
Âèäåëèì â êàæäîì øàáëîíå îïðåäåëåííóþ êëåòêó, êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü ìåòêîé øàá-
ëîíà. Óñëîâèìñÿ äàëüøå, ÷òî ìåòêà � ýòî ñàìàÿ ëåâàÿ ñðåäè ñàìûõ âåðõíèõ êëåòîê øàáëîíà.

Ïðèìåð 41. Ðàññìîòðèì øàáëîí, ïðèâåäåííûé íèæå íà ðèñóíêå è èçîáðàæåííûé â ÷åòûðåõ ïîçèöèÿõ �
s1, s2, s3, s4.

b b b b
@@ ���� @@@@ ����
r r r r

Òåìíûé êðóæî÷åê óêàçûâàåò íà ìåòêó øàáëîíà. ♠

Çàíóìåðóåì êëåòêè ïîëÿ F ÷èñëàìè îò 1 äî r = mn ñíà÷àëà ïî ïåðâîé ñòðîêå, à ïîòîì ïî
âòîðîé è ò. ä. Çíàÿ êîîðäèíàòó ìåòêè øàáëîíà, ìîæíî îäíîçíà÷íî ðàçìåñòèòü åãî íà ïîëå.
Åñëè êîîðäèíàòó øàáëîíà îáîçíà÷èòü α, òî ëþáîé øàáëîí ìîæíî çàäàòü åãî óðàâíåíèåì,
êîòîðîå â îáùåì âèäå áóäåò âûðàæàòüñÿ ÷åðåç ýòó êîîðäèíàòó:

s1(α) = (α, α+ 1, α+ n+ 1, α+ 2n, α+ 2n+ 1);

s2(α) = (α, α+ 1, α+ n, α+ 2n, α+ 2n+ 1);

s3(α) = (α, α+ 2, α+ n, α+ n+ 1, α+ n+ 2);

s4(α) = (α, α+ 1, α+ 2, α+ n, α+ n+ 2).
Â îáùåì ñëó÷àå â çàâèñèìîñòè îò âèäà øàáëîíà è âåëè÷èíû ïîëÿ F êîîðäèíàòà α ìîæåò
ïðèíèìàòü òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé. Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé α îïðåäå-
ëÿåò ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïîëîæåíèé øàáëîíà (èëè òî÷íåå åãî ìåòêè) íà çàäàííîì ïîëå
F .

Ïðèìåð 42. Íèæå íà ðèñóíêå ïðèâåäåíû äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòû α äëÿ êàæäîãî èç øàáëîíîâ, ïîêà-
çàííûõ íà ðèñóíêå èç ïðèìåðà 40, íà ïîëå F ðàçìåðíîñòè 3× 4 = 12. Â ñóììå ÷èñëî ïîëîæåíèé ðàâíÿåòñÿ 14.

1 2
54

1 2
54

1 1

s1(α) s2(α) s3(α) s4(α)

4

7

4

7

Êàæäîìó äîïóñòèìîìó ïîëîæåíèþ øàáëîíà ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïåðåìåííóþ xj , j = 1, 2, . . . , 14, êîòîðàÿ

ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 èëè 0 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïðèíèìàåò èëè íåò äàííûé øàáëîí ó÷àñòèå â ïîñòðîåíèè èçîáðà-

æåíèÿ. Åñëè âìåñòî êîîðäèíàòû α ïîäñòàâèòü äëÿ êàæäîãî øàáëîíà çíà÷åíèÿ èç ïðèâåäåííîãî ðèñóíêà, òî êàæäîé

ïåðåìåííîé áóäåò îòâå÷àòü êîðòåæ, îïðåäåëÿþùèé íîìåðà êëåòîê, íà êîòîðûå íàêëàäûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé øàá-

ëîí:
c1 = (1, 2, 5, 7, 8), c2 = (2, 3, 6, 8, 9), c3 = (4, 5, 8, 10, 11),
c4 = (5, 6, 9, 11, 12), c5 = (1, 2, 4, 7, 8), c6 = (2, 3, 5, 8, 9),
c7 = (4, 5, 7, 10, 11), c8 = (5, 6, 8, 11, 12), c9 = (1, 3, 4, 5, 6),
c10 = (4, 6, 7, 8, 9), c11 = (7, 9, 10, 11, 12), c12 = (1, 2, 3, 4, 6),
c13 = (4, 5, 6, 7, 9), c14 = (7, 8, 9, 10, 12). ♠

Îáîçíà÷èì èçîáðàæåíèå, êîòîðîå íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ øàáëîíîâ, âåêòîðîì
b = (b1, b2, . . . , br), ãäå bi ∈ {0, 1}, i = 1, 2, . . . , r = mn. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, êàæäîìó
äîïóñòèìîìó ïîëîæåíèþ øàáëîíà ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïåðåìåííóþ xj , j = 1, 2, . . . , r,
êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0 èëè 1.

Äîáàâëÿÿ ê êàæäîé êëåòêå ïîëÿ F ïåðåìåííûå, â êîðòåæè êîòîðûõ âõîäèò íîìåð ýòîé
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êëåòêè, ïîëó÷àåì ÑËÍÄÓ âèäà ∑
ci∩j ̸=∅

xi = bj (56)

â ïîëå F2, j = 1, 2, . . . , r.

Ïðèìåð 43. Íèæå íà ðèñóíêå ïîêàçàíû äîïóñòèìûå ïîëîæåíèÿ øàáëîíîâ èç ïðèìåðà 41 è óêàçàíû ïåðåìåííûå,
êîòîðûå èõ îáîçíà÷àþò. Â ñåðåäèíó øàáëîíà ïîïàäàþò íîìåðà êëåòîê, êîòîðûå îïðåäåëÿþò êàæäûé êîðòåæ ci, i =
1, . . . , 14.

1 2
54

1 2
54

1 1
4

7

4

7

1 2
54

1 1
4

7

4

7

1 2
54

1 2
54

1 1
4

7

4

7

1 2
54

1 1
4

7

4

7

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

x8 x9 x10 x11 x12 x13 x14

3 3 2 3 2 3 3 2 3 2 3

65656656566

7 8 9 7 8 9 9 8 9 7 8 9 8 9 8 9

2 32 332 32 333

6 6 5 6

8
101112 101112 101112 101112 101112 101112 101112

6565665

7 8 9 7 8 9 8 9 8 9 7 8 9 8 9 8 9
121110101112 101112 101112 101112 101112 101112

Òåïåðü, ñìîòðÿ íà ýòîò ðèñóíîê, ëåãêî ïîñòðîèòü ÑËÍÄÓ âèäà (56) â ïîëå F2 äëÿ íàøèõ øàáëîíîâ. Â i-é
ñòðîêå äîáàâëÿþòñÿ ïåðåìåííûå, êîðòåæè êîòîðûõ âêëþ÷àþò êëåòêó ñ íîìåðîì i, à â ïðàâîé ÷àñòè äîëæíû ñòîÿòü
bj , j = 1, 2 . . . , r.



x1 + x5 + x9 + x12 ... ... ... ... ... ... ... ... = b1,
x1 + x2 + x5 + x6 + x12 ... ... ... ... ... ... = b2,
x2 + x6 + x9 + x12 ... .... ... ... ... ... ... ... = b3,
x3 + x5 + x7 + x9 + x10 + x12 + x13 ... ... = b4,
x1 + x3 + x4 + x6 + x7 + x8 + x9 + x13 = b5,
x2 + x4 + x8 + x9 + x10 + x12 + x13 ... ... = b6,
x1 + x5 + x7 + x10 + x11 + x13 + x14 ... ... = b7,
x1 + x2 + x3 + x5 + x6 + x8 + x10 + x14 = b8,
x2 + x4 + x6 + x10 + x11 + x13 + x14 ... ... = b9,
x3 + x7 + x11 + x14 ... ... ... ... ... ... ... ... = b10,
x3 + x4 + x7 + x8 + x11 ... ... ... ... ... ... = b11,
x4 + x8 + x11 + x14 ... ... ... ... ... ... ... ... = b12.

Ïðèäàâàÿ ðàçíûå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòàì bi âåêòîðà b (i = 1, 2, . . . , r) è ðåøàÿ ïîëó÷åííóþ ÑËÍÄÓ, íàõîäèì

êîìáèíàöèè øàáëîíîâ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ñòðîèòñÿ íóæíîå èçîáðàæåíèå. Åñëè ÑËÍÄÓ íåñîâìåñòíà, òî ýòî çíà÷èò,

÷òî ñ ïîìîùüþ äàííîãî íàáîðà øàáëîíîâ ïîñòðîèòü íóæíîå èçîáðàæåíèå íåâîçìîæíî. ♠

13.6. Çàäà÷è òåîðèè êîäèðîâàíèÿ

Ìåòîä ðåøåíèÿ ÑËÎÄÓ â ïîëå F2 ìîæíî èñïîëüçîâàòü â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ, â ÷àñòíî-
ñòè, ïðè èñïîëüçîâàíèè ëèíåéíûõ êîäîâ.

Ëèíåéíûå êîäû. Ïóñòü X = {0, 1} � äâîè÷íûé àëôàâèò, à Vn = {(a1, a2, . . . , an) : ai ∈
X, i = 1, 2, . . . , n} � ìíîæåñòâî n-ìåðíûõ âåêòîðîâ â àëôàâèòå X.

Âåñîì âåêòîðà p ∈ Vn íàçûâàåòñÿ ÷èñëî íåíóëåâûõ êîìïîíåíò â ýòîì âåêòîðå. Ðàñ-
ñòîÿíèåì Õåììèíãà ìåæäó äâóìÿ âåêòîðàìè p = (x1, x2, . . . , xn) è q = (y1, y2, . . . , yn)
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ïàð êîìïîíåíò (xi, yi) òàêèõ, ÷òî xi ̸= yi, i = 1, 2, . . . , n, p, q ∈ Vn. Ðàññòî-
ÿíèå Õåììèíãà ìåæäó âåêòîðàìè p è q îáîçíà÷àåòñÿ dist(p, q).

Îïðåäåëåíèå 21. Áëî÷íûì êîäîì èëè ïðîñòî êîäîì äëèíû n íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæå-
ñòâî C ⊆ Vn, ñîñòîÿùåå èç K âåêòîðîâ äëèíû n. Ýëåìåíòû èç C íàçûâàþòñÿ êîäîâûìè
âåêòîðàìè èëè êîäîâûìè ñëîâàìè. Ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì êîäà C íàçûâàåòñÿ ÷èñëî
d = min{dist(p, q) : p, q ∈ C, p ̸= q}.

Îïðåäåëåíèå 22. Êîäîì, íàõîäÿùèì îøèáêè, íàçûâàåòñÿ ïàðà (C, f), ãäå C � áëî÷íûé
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êîä, à f � ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî

f(p) =

{
p, åñëè p ∈ C;
t, åñëè p ∈ Vn \ C,

ãäå t � ñèìâîë, îòëè÷íûé îò 0 è 1.

Êîäîì, èñïðàâëÿþùèì îøèáêè, íàçûâàåòñÿ ïàðà (C, f), ãäå C � áëî÷íûé êîä, à f : Vn →
C � ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî f(p) = p, êîãäà p ∈ C.

Ïóñòü p = (x1, . . . , xn) � êîäîâîå ñëîâî. Ïðè ïåðåäà÷å p ïî øóìîâîìó êàíàëó ïðèíÿòîå
ñëîâî q = (y1, . . . , yn) ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò ñëîâà p. Êîä, íàõîäÿùèé îøèáêè, ïî ñëîâó q
îïðåäåëÿåò, áûëà èëè íåò îøèáêà ïðè ïåðåäà÷å. Â ñëó÷àå ïîçèòèâíîãî îòâåòà ïåðåäà÷à, êàê
ïðàâèëî, ïîâòîðÿåòñÿ.

Êîä, èñïðàâëÿþùèé îøèáêè, ïî ñëîâó q äîëæåí ðåøèòü, êàêîå êîäîâîå ñëîâî áûëî ïå-
ðåäàíî. ×àùå âñåãî çäåñü èñïîëüçóåòñÿ äåêîäèðîâàíèå ïî ìàêñèìàëüíîìó ïðàâäîïîäî-
áèþ: ïåðåäàííûì ñ÷èòàåòñÿ ñëîâî p, êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò q äëèíû n â íàèìåíüøåì ÷èñëå
êîìïîíåíò, ò. å. ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïåðåäàíî ñëîâî p, åñëè d(p, q) = min{dist(p, q) : p ∈ C}.

Òåîðåìà 48. a) Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî èñïðàâëÿòü îøèáêè â k è ìåíüøåì
÷èñëå êîìïîíåíò (îøèáêè âåñà k) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáûõ p1, q1 ∈ C
ìíîæåñòâà {p : d(p1, p) ≤ k, p ∈ Vn} i {q : d(q1, q) ≤ k, q ∈ Vn} íå èìåëè îáùèõ ýëåìåíòîâ.

b) Ïóñòü D(p1) = {p : d(p1, p) ≤ k, p ∈ Vn} è D(q1) = {p : d(q1, q) ≤ k, q ∈ Vn}. Òîãäà
D(p1) ∩D(q1) = ∅ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà d(p1, q1) ≤ 2k + 1.

Ëèíåéíûå êîäû ÿâëÿþòñÿ îäíèìè èç âàæíåéøèõ â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ
óäîáñòâàìè â ïðîöåññå íàõîæäåíèÿ è èñïðàâëåíèÿ îøèáîê, à òàêæå ñ âîçìîæíîñòüþ êîì-
ïàêòíîãî çàäàíèÿ êîäà è ñ ïðîñòûìè àëãîðèòìàìè äåêîäèðîâàíèÿ.

Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Vn âûòåêàåò, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðî-
ñòîðîì ðàçìåðíîñòè n íàä ìíîæåñòâîì {0, 1}, ò. å. Vn = {0, 1}n.

Îïðåäåëåíèå 23. Ëèíåéíûì êîäîì äëèíû n ñ k èíôîðìàöèîííûìè ñèìâîëàìè ((n,k)-
êîäîì) íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî C ðàçìåðíîñòè k ïðîñòðàíñòâà Vn.

Ïðè çàäàíèè ëèíåéíîãî êîäà óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ìàòðèöåé G, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïî-
ðîæäàþùåé ìàòðèöåé êîäà. Ïîñòðîåíèå ìàòðèöûG âûïîëíÿåòñÿ ïóòåì âûáîðà â (n−k)-
êîäå C íåêîòîðîãî áàçèñà e1, e2, . . . , ek, ò. å. G = (e1, e2, . . . , ek)

T ðàçìåðíîñòè k × n.

Åñëè p = (a1, . . . , ak) � ñîîáùåíèå äëèíû k, ai ∈ {0, 1}, à G � ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà, òî
êîäîâîå ñëîâî a, ñîîòâåòñòâóþùåå ñîîáùåíèþ p, ìîæíî âûáðàòü òàêèì îáðàçîì:

a = p ·G = (a1, . . . , ak) ·

 a11 . . . a1n

a21 . . . a2n

. . . . . . . . .
ak1 . . . akn

 .

Ïðèìåð 44 Ïóñòü èìååì ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó

G =


1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 1 1 0 0
0 1 0 1 0 1 0
1 1 0 1 0 0 1


(7, 4) ëèíåéíîãî êîäà. Ïðè ïîìîùè ýòîé ìàòðèöû ìîæíî çàêîäèðîâàòü âñå äâîè÷íûå ñîîáùåíèÿ äëèíû 4 (èõ áóäåò
16). Íàïðèìåð, åñëè p = (0101), òî ñîîòâåòñòâóþùåå êîäîâîå ñëîâî ðàâíÿåòñÿ

a = p ·G = (0101) ·


1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 1 1 0 0
0 1 0 1 0 1 0
1 1 0 1 0 0 1

 = (0100101).♠
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Ðàññìîòðèì ñïîñîá ïðîâåðêè ëèíåéíîãî êîäà íà íàëè÷èå îøèáîê. Äëÿ ëèíåéíîãî êîäà
C ÷åðåç CD îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ èç Vn, îðòîãîíàëüíûõ ê âåêòîðàì èç C, ò. å.

CD = {u = (u1, . . . , un) ∈ Vn : ∀v = (v1, . . . , vn) ∈ C u ∗ v = 0},

ãäå ∗ îçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ. Ïðîñòðàíñòâî CD ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì ðàçìåðíîñòè n − k ïðîñòðàíñòâà Vn è íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííûì èëè äóàëüíûì
êîäó C.

Ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà H äóàëüíîãî êîäà íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïðîâåðêè êîäà
C. Èç îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû H âûòåêàåò ñïîñîá åå ïîñòðîåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðå-
äåëåíèþ H · vT = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà v ∈ C. Â ÷àñòíîñòè, åñëè âåêòîðû v
âçÿòü â êà÷åñòâå áàçèñíûõ âåêòîðîâ êîäà C, òî ïîëó÷àåì H · GT = 0. Òàêèì îáðàçîì,
ïîñòðîåíèå ìàòðèöû H ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ÑËÎÄÓ â ïîëå F2 � ïîëå âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 2.

Ïðèìåð 45. Íàéòè ìàòðèöó ïðîâåðêè ëèíåéíîãî êîäà, åñëè åãî ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà èìååò âèä

G =


1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 1 1 0 0
0 1 0 1 0 1 0
1 1 0 1 0 0 1

 .

Èç ñêàçàííîãî, âûòåêàåò, ÷òî u ∈ CD, åñëè u ·GT = 0. Ïîëó÷àåì ÑËÎÄÓ âèäà

(u1, u2, . . . , u7) ·



1 1 0 1
1 0 1 1
1 0 0 0
0 1 1 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


= 0.

Ðåøàÿ åå TSS-ìåòîäîì, íàõîäèì òàêèå áàçèñíûå âåêòîðû-ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû:

p = (0110011), q = (1010101), r = (1101001),

ò. å.

H =

 0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1
1 1 0 1 0 0 1

 .

Íàïðèìåð, äëÿ êîäîâîãî ñëîâà a = (0100101) (ñì. ïðèìåð 44), ïîëó÷àåì:

H · aT =

 0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1
1 1 0 1 0 0 1

 ·



0
1
0
0
1
0
1


= (000),

à ýòî çíà÷èò, ÷òî êîäèðîâàíèå è ïåðåäà÷à ñëîâà (0101) áûëè âûïîëíåíû áåç îøèáîê. ♠
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