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Аннотация: Задача вычисления бесконфликтного расписания коммутации пакетов  в  
коммуникационных узлах с матричным переключателем (crossbar switch node) имеет 
неполиномиальной сложности. Проверка эффективности нового алгоритма вычисления 
бесконфликтного расписания проводится путем моделирования пропускной способности 
коммутатора как при равномерно распределенном сбалансированном входящем трафике, так и для 
неравномерного трафика. В этой работе предложена вычислительная процедура для определения 
существования верхней границы пропускной способности в заданном интервале значений 
размерности коммутационного поля узла и получения ее количественных значений при 
неограниченном размере буфера. Апробация процедуры  проведена через исследование существования 
верхней границы пропускной способности при симуляции предложенного шаблона для неравномерного 
трафика на базе модели “горячей точки”. Используется Обобщенно-сетевая модель известного PIM-
алгоритма. Оценена граница его пропускной способности при неограниченной размерности 

коммутационного поля – значение 0,776 ±0,002.  
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Введение  

Проблемы вычисления бесконфликтного расписания для коммутации пакетов  в коммуникационных узлах 
с матричным переключением (коммутатор - Crossbar Switch Nodes) сетей обмена данных, относятся к 
основным задачам, которые необходимо решать на этапе проектирования сетей. Целями являются: 

а) передача максимального количества пакетов за единицу времени; 

б) минимальное время ожидания их передачи; 

в) минимальная вероятность блокировки пакетов [Elhanany, 2007].  

С математической стороны задача вычисления бесконфликтного расписания является NP-полной [Chen 
et al, 1990], соответственно для нее отсутствует единый эффективный метод решения. Предложены 
алгоритмы для достижения части целей – PIM [Anderson et al, 1993], iSLIP [Gupta and McKeown, 1999], 
DISQUO [Shunyuan et al., 2010] и др. При этом использованы формализмы такие как нейронные сети, 
матрицы связи [Kolchakov, 2010] и т.д. В наших исследованиях мы используем формальный аппарат 
Обобщенных сетей (ОС) – (Generalized Nets - GN) [Atanassov, 1991], [Гочев и Гочева, 2012]. Обобщенные 
сети являются удобным и мощным аппаратом для описания и моделирования  параллельных процессов. 
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Постоянное увеличение объемов информационного трафика [Атанасова и др., 2010] требует новых, 
более эффективних алгоритмов вычисления расписания. Эффективность алгоритмов работы 
коммутаторов оценивают в первую очередь по достижении первой цели а) - по реализованной пропускной 
способности (throughput). Моделирование для равномерно распределенном сбалансированном (uniform 
i.i.d. Bernoulli) входящем потоке пакетов - первый шаг при ее  (throughput) оценки [Guannan Qu et al., 2010]. 
Следующие шаги требуют моделирование при неравномерном и несбалансированном  потоке [Hyung et. 
al., 2012], [Kolchakov, 2011]. После этого исследуют достижение следующих  целей, а также равноправное 
обслуживание (fairness), конечность размеров буферов (stable) и другие свойства [Elhanany et al., 2001]. 

В предыдущей работе [Ташев, 2011] мы предложили семейство шаблонов-матриц, симулирующих 
несбалансированность входящего потока типа „горячей точки” на базе модели Чао (Chao`s model) [Chao-
Lin et al., 2007]. Их апробация была проведена при помощи компьютерной симуляции работы известного 
PIM-алгоритма, чья модель [Tashev and Monov, 2012] была синтезирована нами с применением аппарата 
Обобщенных сетей. PIM-алгоритм удобен для таких целей своим параллелизмом, а также наличием 
верхней теоретической границы пропускной способности при сбалансированном (uniform i.i.d. Bernoulli) 
входящем потоке пакетов. В работе был поставлен вопрос о наличии  верхней границы полученных 
значений пропускной способности. 

В настоящей работе исследуется существование верхней границы пропускной способности, 
предложенного семейства шаблонов-матриц типа „горячей точки” при работе PIM-алгоритма. 
Представлены результаты вычислительных экспериментов для пропускной способности алгоритма, 
включающих режимы использования входных буферов малого, среднего и большого  размеров. 
Предложена вычислительная процедура для определения существования верхней границы пропускной 
способности  и получения ее количественных значений при неограниченном размере буфера в заданном 
интервале значении размерности коммутационного поля (crassbar).. Оценена граница пропускной 
способности PIM-алгоритма при неограниченной размерности коммутационного поля (для входящего 
потока типа „горячей точки”). Дискутируются возможности предложенной процедуры для получения новых 
результатов при исползовании ее в исследований  других типов входящего потока пакетов. 

Задача построения бесконфликтного расписания для ОС-модели PIM-алгоритма 

PIM-алгоритм является исходной точки для большой семьи распределенных алгоритмов. А еще он 
значим тем, что для него доказано наличие границы пропускной способности при uniform i.i.d. Bernoulli 
входящем потоке (1-e-1 ~63,2%). PIM-алгоритм использует подход буферирования входной нагрузки типа 
“Виртуальные выходные очереди” (VOQ`s) для узла с матричным переключателем.  Виртуальные 
выходные очереди формируются для каждой входящей линии, как показано на Рис.1 [Al Sayeed , 2006].  

VOQ`s поставляют входные данные для алгоритма вычисления бесконфликтного расписания, который 
выполняется Планировщиком (Scheduler). PIM-алгоритм вычисляет расписание проходя через три фазы: 
1) Request, 2) Grant, 3) Accept. Необходимые операции паралеллно выполняются во  всех трех фазах. 
Этот паралеллизм позволяеть эффективно применить апарат ОС (GN). Основные элементы ОС – это 
переходы – моделирующие действия, и позиции – моделирующие состояния. В позициях находятся ядра, 
которые проходят через переходы соответствено с логических условий. Ядра имеют необходимые 
характеристики, которые могут изменяться при прохождении через переходов. Полное формальное 
описание ОС-модели PIM-алгоритма дано  в [Tashev and Monov, 2012].  

Эффективность работы коммутаторов на первом месте оценивают по использовании пропускной 
способности выходных каналов (throughput) – аналог Коэфициента полезного действия (Кпд). Кпд есть 
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следствие от разрешения проблеммы конфликтов при назначении пакетов на передачу через 
коммутационное поле (crossbar). В общем виде проблемма дефинируется следующим образом [Gupta 
and McKeown, 1999]: 

 

Рис. 1 Базовая модель для матричного переключателя NxN с VOQs и планировщик 

Коммутатор имеет N входных каналов и N выходных каналов связи, то есть N источников пакетов через 
коммутатор могут посылать их к N получателям. Заявки на передачу представлены  матрицей входящего 
трафика Т с размерностью N x N, причем Ti j = r ( r =1,2,..) если число заявок от i-того источника к j-тому 
приемнику равно r, и Ti j = 0 если нет заявки. Для бесконфликной комутации надо вычислить 
последовательность бесконфликтных матриц Qp (размерности N x N, p = неизвестное целое), сумма 
которых давала бы Т. Каждая матрица Qi (1 ≤ i ≤ p) должна в любой строке или столбце иметь не более 
одной единицы. 

Для получения базы  для сравнения с результатами работы других алгоритмов, нам нужны такие 
матрицы трафика Т для модели алгоритма (специфицированного Обобщенными сетями), которые:  

(i) легко генерировались для любой размерности N x N  коммутатора; 

(ii) генерация не зависела бы от типа аппаратного и  программного обеспечения и от 
операционной системы;  

(iii) их точное и оптималное решение ( число pопт ≤ p) для бесконфликтного расписания было 
известно.  

Тогда возможно надежное сравнение и адекватность выводов.  

Шаблоны матриц с описанными свойствами (для равномерно распределенном - uniform i.i.d. Bernoulli - 
входящем трафике) мы использовали в работе [Tashev and Monov, 2011]. Виртуальные выходные 
очереди представлены строками матрицы Т, причем число r определяется количеством пакетов в каждой  
вируальной очереди (VOQ), а число ячеек в строке отвечает числу вируальных очередей (числу выходов 
коммутатора – N).  

Продолжение исследований потребовало моделирование неравномерного входащего трафика. Модель 
Чао для равномерно распределенного по входам (i.i.d.) и неравномерно распределенного по выходам 

трафика дается как [Chao-Lin et al., 2007] : λij = ρ. 0,5 для i = j и  λij = ρ. 0,5 / (N-1) в противном случае (i, j  
1, … ,N), где ρ - интенсивность нагрузки на одной входящей линии (i.i.d. Bermoulli). По аналогии с 
матричном представлении для модели uniform [Tashev and Monov, 2011]., мы строим базовый ряд матриц 
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Т для трафика типа “горячей точки”, который будем обозначать Chao1. Матрицы шаблона Chao1 

естественным образом развиваются в виде Chaom, где m=1,2,…, как показано на Рис.2.  

Оптимальное решение для Chaom равно pопт = 2.m.(N-1) при размерности Т равной N x N. Это является 
эквивалентом решения модели Чао для дискретных значений трафика в виде матрицы Т. 

 

 
Рис.2 Матрицы трафика Chao1 и Chaom для размерностей коммутатора от k=2 до k=N 

Результаты вычислительных экспериментов 

Переход от ОС-модели к вычислительным эксперимантам выполнен сообразно [Tashev and Vorobiov, 
2007]. Для програмирования использован программный пакет Vfort, предоставленный Московским 
Институтом математического моделирования РАН для свободного пользования [Vfort]. При 
вычислительных экспериментах исходный код был копилирован средствами грид-структуры CERN и 
результирующих код был выполнен там же (http://lxplus.cern.ch). Ограничением для экспериментов 
являлось время выполнения кода программы. Входными данными для алгоритма является матрица 
входящих заявок на коммутирование - матрица Т.  

На Рис. 3 показаны результаты работы алгоритма. По горизонтальной оси координат показана 
размерность N входной матрицы Т (от 3 до 70). По левой вертикальной оси показано число p выходных 
матриц Qm , приведенное к пропускной способности коммутатора- принятой за 1. Кривые соответствуют 
результатам, полученными с разными шаблонами Chaoi трафика: C1 – это трафик вида Chao1 , C2 - 
трафик вида Chao2 , и т.д. Каждое значение для Chao1 до Chao5 – среднее от 10 000 симуляций, а  
значения для Chao10 до Chao100 – среднее от 1000 симуляций. 

.  

Рис.3 Кпд для трафика Chao1 до Chao100 

Результаты показывают зависимость Кпд от размера входного буфера  (возрастающий номер m шаблона 
Chaom – возрастание  в m раз ) и размерности коммутатора N. Из результатов следует, что существует 
верхняя граница пропускной способности  - для моделируемого алгоритма и трафика. Как это показать 
формальными средствами? Ниже описана вычислительная  процедура, которая дает такую возможность. 
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Процедура для определения количественных значений сходимости  

Дадим неформальное описание процедуры для определения сходимости пропуской способности 
коммутатора к определенной верхней границы по результатам вычислительных экспериментов при 
заданном семьей шаблонов для входящего трафика. 

Шаг 1. Пусть получены результаты вычислительных экспериментов для исследования пропускной 
способности. Оценивается эвристически наличие тенденции к сходимости результатов (графические 
кривые) к какой-то верхней границей. Первичная оценка необходимого количества графиков – не менее 5 
(начиная с Шаблон1 - Chao1). В нашем примере имеем 7 кривых (шаблонов).  

Решаем эсть ли основания заявить о существовании верхней границы. Если „Да”, то оцениваем диапазон 
возможного значения (для m→∞ и N→∞). По этим данным (7 кривых) – граница больше 77%  и меньше 
80 % максимальной пропускной способности. Определяем размерность N для следующих шагов изходя 
из следующего соображения – симуляционные результаты должны содержать данные, где уже имеем 
„устойчивое”  монотонное нарастание Кпд. 

В нашем случае – по резултатам Рис.3 – оцениваем, что N должно быть больше 20 (20х20). 
Максимальное значение определяется доступной вычислительной мощности. 

Шаг 2. Проведем симуляции для 4 шаблона входящето трафика с выбранным постоянным „шагом” для 
m. (если есть готовы результаты, соберем „вместе”). 4 шаблона – минимальное число шаблонов.   

Используем значение 10 для шага. Размерност N – от 3х3 до 60х60. 10 000 симуляций – для первого и 
второго шаблона, для остальных двух – 1000. Получаем результаты для Chao1,  Chao10,  Chao100,  Chao1000 – 
показаны на Рис.4. 

Шаг 3. Вычисляем разницу между соседными шаблонами. Строим графику резултатов – показано на 

Рис.5. Имеем Δ1=Кпд(Chao10) - Кпд(Chao1) , Δ2=Кпд(Chao100) - Кпд(Chao10), Δ3=Кпд(Chao1000) - Кпд(Chao100) 

Шаг 4. Вычисляем отношение разностей. Строим графику резултатов – показано на Рис.6.  

Имеем δ1= Δ1/ Δ2 , δ2= Δ2/ Δ3 .  Обе отношения сходятся  - к значению  ≈3,15. Ошибка  ± 0,02. 

Из теории известно, что бесконечный числовый ряд вида 1/a + 1/a2 + 1/a3 +…+1/ai+…, где a>1, сходится 
при i→∞ к значению 1/(a-1). В нашем случае отношения δi  образуют такой ряд с а=3,15. 

Следовательно, коэфициент сходимости для наших результатов Sum=1/(3,15-1)=0,4651. 

Шаг 5. Принимаем, что верняя граница пропускной способности при неограниченном возрастании буфера 
и для каждого N >20 (смотри Шаг 1) сходится к значению, на 0,4651 больше разности от того шаблона и 
прежнего, которого хотим использовать для вычисления. 

Вычисляем грачения верхней границы, используя шаблон с самым большим номером -  Chao1000. 

ГраницаКпд(N) = Кпд Chao1000 (N) + Sum (≈0,4651). Δ3 (N) 

Результат показан на Рис.7.Самое  большое значение Кпд = 0,77397  (при N=60). 

Шаг 6. Рассматриваем на Рис.7 тенденции нарастания значения границы Кпд. Имея в виду самое  
большое значение  0,77397 для Кпд, полученное на Шаге 5, оцениваем значение при N →∞ на 0,776. 

Шаг 7. Первичный анализ ошибок. Исследование [Tashev and Monov, 2011] дает для 10 000 симуляций 
при использованной нами методике относительную ошибку дла Шаблон1 не больше ≈0,16%.  

Отн.ошибка { ГраницаКпд(N) = Кпд Chao1000 (N) + Sum . Δ3 (N) } = 0,16%.+ 4.0,16% + 2. 0,16%  ≈1,1%, не 

больше. Отн.ошибка больше зависит – при наличных условиях  – от точности коэфициента „сходимости”. 
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Рис.4 Кпд для трафика Chaoi с „шагом” i=10 Рис.5 Разности Кпд для трафика Chaoi 

  

 

Рис.6 Кпд для трафика Chaoi  с „шагом” i=10 Рис.7 Верхняя граница Кпд  трафика Chaoi  i→∞ 

Обсуждение 

Из полученных результатов симуляций следует, что точность оценки шага сходимости (соответственно 
значение границы) может быть повышена (при новых компютерных симуляциях) как путем увеличения 
моделируемой размерности коммутатора N x N, так и путем увеличения числа симуляций при 
размерности N.=const. Для этого необходимо увеличение вычислительной мощности – и получим 
улучьшенные данные для Шага 2..  

Более интересен вопрос о точном значении коэфициент сходимости. Связан ли он с значением числа пи 
(π=3,1415…), или связан с „шагом” i=10 Шаблона (1,10,100...→  10½=3,1622…), то есть, зависит ли от 
выбираемых параметров метода (при Шаге 2). Если .верно второе – к чему есть косвенные указания - то 

относительная ошибка при наличных данных становиться . ≈0,5% и тогда { ГраницаКпд=0,776 ±0,0039, 
не более.  Принимая во внимание, что при нарастающих значений N и номера шаблона точность 
увеличивается (чему свидетельсгвует „гладкость” полученный последовательностей значений Кпд), то 
значения на границе диапазона - ГраницаКпд(N=60) = 0,77397  при ГраницаКпд(N=60, Chao1000) = 0,77058  
имеют в разы меньшей относительной погрешности. Поэтому уточненное значение границы мы 

принимаем с уменьшением отклонения в два раза : 0,776 ±0,002. 

Если мы сможем ответить на вышепоставленный вопрос о коэфициенте сходимости, то получим 
возможность о более точной оценки получаемых результатов. А также большей гибкости в выборе 
значения шага для i (при Шаге 2).  И тогда откроется возможность эту процедуру развить в метод.  
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Конечно, интересен также и вопрос: можно ли представить аналитически полученную кривую верхней 
границы пропускной способности (как зависимую от размерности коммутационного поля, например).  

Заключение 

Результаты проведенного моделирования показывают, что пропускная способность монотонно стремится 
к некоторому пределу при каждой исследованной размерности коммутационной матрицы. Поэтому 
предложенная процедура для определения количественных значений шага сходимости дает 
единственное решение. При использовании ряда шаблонов Chao1, Chao10, Chao100, Chao1000 и 
размерности коммутатора от 3х3 до 60х60, шаг сходимости определен как 3,15 ± 0,02. Соответственно 
значение верхней границей пропускной способности при неограниченном размере входящего буфера и 
неограниченного роста размерности коммутатора оценено на 0,776 ± 0,002. 

Полученные в работе числовые результаты могут быть использованны в качестве опорной базы для 
сравнения результатов работы других алгоритмов. Предложенный метод следует проверить на примере 
более простой модели входящего потока пакетов (например uniform), а также апробировать на примере 
других - усложненных (например, unbalanced model) - моделей трафика. 
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